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几何 三 大 难题 困扰 了 人 类 2000 多 年， 让 许多 伟大 
的 数学 家 为 之 辛勤 地 思考 并 耗费 大 量 的 精力 ， 人 类 也 
在 解决 他 们 的 过 程 中 发 展 了 新 的 数学 。 因 此 了 解 这 些 
问题 以 及 了 解 这 些 问 题 是 如 何 解决 的 ， 对 学 数学 的 人 
和 对 数学 感 兴趣 的 中 学 生来 说 是 很 有 意义 的 。 

本 书 以 很 少 的 篇 幅 ， 从 历史 的 发 展 的 角度 展开 ， 
穿插 了 一 些 历 史 资 料 和 生动 的 故事 。 另 外 作者 设计 了 
一 系列 的 习题 ， 让 读者 参与 到 问题 的 解决 中 去 。 本 书 
自 1969 年 出 版 以 来 ， 直 到 现在 仍 是 一 本 很 受 读者 欢迎 
的 读物 。 

本 书 适 合 对 此 感 兴趣 的 大 学 生 ， 中 学 教师 ， 以 及 
有 较 好 代数 和 几何 基础 的 中 学 生 等 阅读 。 
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任何 科技 发 展 都 不 能 缺乏 数学 作为 根基 ,数学 在 科 
技 年 代 , 地 位 日 益 重 要 . 而 教育 的 目的 不 仅 要 学 生 民 得 
书本 上 介绍 的 基本 知识 , 也 需要 塔 养 学 生 应 变 、 创 新 和 
领导 的 能 力 . 学习 基本 知识 可 以 在 不 断 的 考试 中 磨炼 
出 来 , 我 想 这 方面 中 国 的 学 生 在 考试 里 面 磨 炼 不 少 了 ， 
至 于 应 变 、 创 新 和 领导 能 力 , 铠 怕 单 从 考试 是 不 够 的 . 
为 激发 全 球 华人 青少年 对 数学 的 兴趣 , 提升 他 们 的 学 
NKF, 并 及 早 发 据 与 培养 全 世界 的 华人 数学 英才 , 由 
我 和 泰康 人 寿 保 险 股份 有 限 公 司 共同 主办 的 “ 丘 成 榈 
中 学 数学 奖 ” 竞赛 于 2008 年 在 北京 正式 启动 . 第 一 届 
“丘成桐 中 学 数学 奖 ” 颁奖 仪式 定 于 2008 年 10 H 24 日 
在 北京 举行 , 届时 , 美国 哈佛 大 学 、 布 朗 大 学 、 斯 坦 福 
大 学 等 名 校 的 本 科 招 生 主 任 将 会 出 席 仪式 ,并 面试 部 分 


“也 A Ë F 


为 了 配合 这 项 活动 ,我 们 精心 挑选 了 国外 一 批 著 名 
的 数学 科普 读物 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 织 翻 译 并 以 从 书 
的 形式 出 版 . 这 套 从 书 作为 “于 成 桐 中 学 数学 次 ”的 重 
要 参考 材料 , 涵 资 了 数学 的 各 个 分 文学 科 , 集 知 识 性 \ 趣 
味 性 于 一 体 , 对 促进 中 学 生 的 思维 和 创新 能 力 都 有 很 大 
的 帮助 . 希望 同学 们 能 从 中 汲取 知识 , 开阔 视野 , 在 比赛 
中 取得 优异 的 成 绩 . 


fr RAA (Shing-Tung Yau) 
2008 年 8 月 


献 给 我 的 妻子 : Claire 


是 她 的 帮助 和 鼓励 , 使 本 书 最 终 成 稿 
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1963 年 6 H, 美国 政治 与 社会 科学 研究 院 主 办 了 
一 次 关于 数学 与 社会 科学 的 讨论 会 . 会 上 提交 论文 的 
作者 之 一 奥斯卡 . 摩尔 根 特 恩 (Oscar Morgenstern) 
HAR . 冯 . 诡 依 曼 (John Von Neumann) 一 起 撰写 了 
《博弈 论 与 经 济 行为 》 (Theory of Games and Economic 
Behavior) 一 书 . 该 书 促 进 了 数学 在 解决 经 济 学 问题 中 
的 应 用 , 导致 了 数学 “博弈 论 ” 的 发 展 . 摩尔 根 特 恩 博 
士 在 这 次 讨论 会 上 发 表 的 论文 被 称 为 “数学 在 经 济 学 


m 
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中 应 用 的 极限 ”. 我 援引 这 篇 论文 的 第 一 段 : 


虽然 人 类 智慧 得 出 的 一 些 深刻 见解 以 否 
定 的 形式 得 以 最 好 的 陈述 , 但 是 以 绝对 的 方 
式 来 讨论 应 用 的 极限 是 极 危险 的 . 这 些 见解 
包括 不 可 能 存在 永 动机 , 光速 不 能 被 超过 , 只 
用 直 尺 与 圆规 不 能 化 圆 为 方 、 不 能 三 等 分 角 
等 等 . 这 些 命题 中 的 每 一 个 都 是 大 量 脑力 劳 
动 的 成 果 . 所 有 的 命题 都 是 基于 几 百 年 的 研 
究 工作 , 或 者 依据 大 量 的 经 验证 据 , 或 者 依据 
新 数学 的 发 展 , 或 者 二 者 兼 而 有 之 . 虽然 是 以 
否定 的 形式 表述 的 , 但 是 这 些 命题 和 其 它 的 
发 现 都 是 真正 的 成 就 , 并 且 是 对 人 类 知识 的 
巨大 贡献 ， 所 有 这 些 都 涉及 数学 推理 , 某 些 
知识 实际 上 属于 纯粹 数学 范围 , 纯粹 数学 富 
有 大 量 禁 令 性 的 与 不 可 能 性 的 命题 . 


以 上 引文 明确 而 有 力 地 说 明了 本 书 的 军 目 . 为 什么 
数学 有 大 量 禁令 性 与 不 可 能 性 的 命题 ? 为 什么 像 “化 圆 
为 方 ” 与 “三 等 分 角 ” 这 样 的 问题 的 求解 , RANE "UR 
刻 的 见解 ” 与 “对 人 类 知识 的 巨大 贡献 "? 为 什么 为 了 
解答 这 些 看 上 去 十 分 简单 的 问题 ,需要 几 百 年 大 量 的 脑 
力 劳 动 ? 最 后 , 为 了 解答 这 些 问 题 , 必须 发 展 怎样 的 新 
的 数学 ? 我 希望 当 你 读 完 本 书后 , 将 找到 这 些 问题 的 答 
案 . 

希腊 数学 家 们 的 杰出 成 就 是 建立 了 公设 系统 .尽管 
古代 希腊 人 想 出 的 欧 几 里 得 (Euclid) JLA RIE, 有 
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缺点 , 但 是 他 们 的 工作 直到 今天 都 还 是 应 遵循 的 样板 . 

在 公设 系统 中 , 人 们 从 一 组 未 被 证 明 的 命题 (公设 ) 
出 发 , 推导 出 (用 逻辑 方法 ) Cm (定理 ). 欧 氏 平面 
几何 学 的 两 个 公设 是 : 

1) 已 知 任意 两 个 不 同 点 , 存在 一 条 经 过 这 两 点 的 
唯一 直线 . 

2) 已 知 一 点 与 一 个 长 度 , 可 作 以 此 已 知 点 为 圆心 
及 以 已 知 长 度 为 半径 的 一 个 圆 . 

这 两 个 公设 构成 了 欧 氏 作 图 (只 用 无 刻度 的 直 尺 与 
圆规 的 作 图 ) 的 基础 . 利用 这 两 种 工具 , 古代 希腊 数学 
家 能 够 完成 很 多 作 图 , 但 是 他 们 在 很 多 情况 下 失败 了 
例如 他 们 能 平分 任意 一 角 , 但 不 能 三 等 分 一 般 角 . 他 们 
能 作 一 个 正方 形 使 面积 等 于 已 知 正方 形 面积 的 2 倍 ,但 
不 能 作 “ 立方 倍 积 ”. 他 们 能 作 一 个 正方 形 使 面积 等 于 
已 知 多 边 形 的 面积 , 但 不 能 作 “化 圆 为 方 ”. 他 们 能 作 正 
3,4,5,6,8,10 边 形 , 但 不 能 作 正 7,9 边 形 . 在 19 世纪 末 以 
前 , 数学 家 们 提供 了 所 有 这 些 古 代数 学 问题 的 答案 . 本 
书 的 目的 是 说 明 这 些 问题 最 后 怎样 被 解答 了 . 

为 什么 古代 希腊 数学 家 不 能 解答 这 些 问 题 呢 ? 为 
什么 事 隔 将 近 两 千年 后 这 些 问 题 才 得 到 解答 呢 ? 

希腊 人 的 数学 研究 工作 沿 着 几何 路 线 进 行 ， 他们 
专注 于 几何 学 而 忽视 代数 学 , 是 由 于 下 列 原因 : 

毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 勾 股 定理 ) 告诉 我 们 , 如 果 正 方 
形 的 边 长 为 1 单位, 那么 对 角 线 长 为 v2 单位 . v2 是 什 
么 类 型 的 数 ? 直到 那个 时 候 , 希腊 数学 家 只 能 把 所 有 解 
答 用 整数 表示 . 分 数 或 有 理 数 是 一 对 有 序 整 数 , 即 形 如 
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a/b 的 数 , 其 中 a 与 b TRR, bz: 0. 无 论 如 何尝 试 , 希 
腊 人 不 能 用 整数 表示 V2. 我 们 现在 已 经 知道 , 可 以 证 
明 V2 是 无 理 数 . 但 是 直到 19 世纪 , 还 没有 出 现 令 人 满 
意 的 无 理 数 理论 . 

由 于 没有 这 样 的 理论 ,所 以 希腊 数学 只 沿 痢 几何 方 
问 发 展 . 例如 希腊 人 想 展开 (a+b), 他 们 在 几何 上 是 按 
以 下 方法 进行 的 : 


(a 4- b)? — a? + 2ab +b? 


图 1 


正如 我 们 以 后 将 指出 的 那样 , 作 图 问题 的 解决 涉 
及 发 展 恨 好 的 代数 技巧 . 事实 上 , 一 直到 17 世纪 韦 达 
(Vieta), FJL (Descartes) 5j$1 4j (Fermat) 等 人 发 展 
了 代数 学 与 解析 几何 学 , 才 得 到 能 够 成 功 解决 一 些 作 图 
问题 的 方法 . 
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€ IX 古 希 腊 的 成 就 


利用 几何 学 定理 ,希腊 数学 家 们 能 作出 任何 要 求 的 
几何 元 素 ,这 些 元 素 是 由 已 知 元 素 作 有 限 次 有 理 运算 与 
求实 数 平方 根 得 出 的 . 例如 : 假设 我 们 已 知 元 素 a,b 与 
AMICK. 希腊 人 能 作出 a 十 b,a 一 b,a:b,a/b,@ 与 Via. 


问题 I-A 组 


利用 已 知 线段 作 a+b 与 a— b. 图 2 说 明 怎 样 作 
a-b. 如 果 作 EG//DF, 那么 x=a.b. 


问题 I_B 组 


1. 证 明 x=a.b. 
2. 利用 类 似 的 方法 作 a2, a/b, a? / b. 
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E —À——ÀÀ3 —— — 
TEN D à E 
b 
F 
G 
图 2 
图 3 说 明 怎 样 作 va. 
P 
[| 
N M 
图 3 


以 LM 为 直径 作 半 圆 . NP LLM (P 是 垂 线 与 半 
EB SER). TÉ x — Va. 


问题 IC 组 
1. 利用 上 图 , 证 明 x = vya. 


问题 I-D 组 ds 
2. 利用 类 似 的 方法 , 作 
3. 利用 勾 股 定理 , 作 线 段 分 别 等 于 
利用 这 些 作 图 , 如 果 将 方程 的 系数 作为 已 知 线段 
的 长 度 , 那么 希腊 人 能 作出 一 次 方程 与 二 次 方程 的 各 
个 根 . 
问题 I-D 组 


作 方 程 ax 填 b=c 的 根 ， 其 中 a,b,c 是 已 知 线段 . 
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为 作出 二 次 方程 a? — az +b = 0(a? > 4b) 的 根 , 可 
以 进行 如 下 : 连接 点 B(0,1) 与 D(a,b) 成 线段 BD, 以 
BD 为 直径 作 圆 . 于 是 G 与 ( 圆 与 x By) 的 横 
坐标 是 二 次 方程 的 根 (如 图 4). 


问题 ILE 组 


1. 我 们 为 什么 利用 限制 条 件 a > 4b? 
2. 证 明 G 5j F 的 横 坐 标 是 方程 x^ ax b —0 的 
TR. 提示 : 证 明 圆 的 方程 是 


aV? b+1\? a (b—1y 
人 3 人 区 


正如 序言 中 所 指出 , 硕 脂 人 利用 本 章 所 述 的 基本 作 
图 , 在 作 图 题 方面 获得 了 相当 大 的 成 就 . 但 是 他 们 仍旧 
留 下 震 干 未 解决 的 问题 , 让 后 代数 学 家 们 为 之 努力 . 本 
书 的 其 余部 分 将 介绍 企图 解决 这 些 问题 与 19 世纪 最 后 
解决 这 些 问题 的 简要 历史 


问题 IF 组 


已 知 单位 长 度 , 作 方 程 a? +e- 1 — 0 BER. 


第 IL 可 作 图 性 的 解析 准则 


为 了 回答 “用 无 刻度 的 直 太 与 圆规 能 作 怎 样 的 图 
形 ? ”的 问题 必须 建立 可 作 图 性 的 解析 准则 . 每 个 作 图 
题 都 提出 一 些 已 知 元 素 abeo, 并 要 求 我 们 求 出 男 
一 些 元 素 x,y, z,… . 问题 的 各 个 条 件 能 使 我 们 建立 一 
个 或 者 一 些 方程 , 使 其 系数 是 表示 已 知 元 素 a,b,c,… 
的 数 . 方程 的 解 容许 我 们 用 已 知 元 泰 表示 未 知 元 泰 . 举 
一 个 简单 的 例子 , 假设 我 们 要 作 一 个 正方 形 , 使 面积 匀 
于 边 长 为 a 的 已 知 正方 形 面积 的 2 fi. 在 代数 上 , 我 们 
把 这 个 问题 用 下 列 方程 表示 : 


zy? = 202. 


当然 男 一 些 问题 将 得 出 较 高 次 的 方程 . 
我 们 已 经 看 出 , 怎样 能 作 一 次 方程 或 二 次 方程 的 
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AR. 我 们 现在 将 研究 次 数 高 于 2 的 方程 的 根 作 图 的 可 
能 性 , 特别 对 3 次 方程 的 根 感 兴趣 . 

首先 我 们 知道 , 如 果 元 素 能 由 已 知 元 素 作 有 限 次 有 
理 运算 (加 法 , 减法 , 乘法 与 除法 ) 和 求实 数 平方 根 得 出 ， 
那么 任何 这 样 的 几何 元 素 就 能 作出 . 现在 我 们 来 考虑 相 
反 的 情形 . 如 果 图 形 能 作出 , 那么 所 求 元 素 与 已 知 元 素 
之 间 的 关系 是 什么 ? 容易 看 出 , 当 确定 所 求 元 素 的 各 个 
数 能 由 已 知 元 素 作 有 限 次 有 理 运 算 与 求实 数 平方 根 得 
到 时 , 这 样 的 作 图 才 是 可 能 的 . 

任何 作 图 包括 一 系列 步 又 ,并且 每 一 步 是 下 列 请 步 
之 一 : 

1. 在 两 点 之 间作 一 直线 . 

2. 以 已 知 圆心 与 已 知 半径 作 一 圆 . 

3. 求 2 RERA, 求 两 圆 的 交点 , 或 者 求 一 条 
直线 与 一 圆 的 区 点. 

假设 我 们 已 知 有 2 条 坐标 轴 , 一 个 单位 长 度 , 并 且 
已 知 元 素 可 用 有 理 数 表示 . 我 们 知道 , 2 个 有 理 数 的 和 、 
差 、 乘 积 与 商 ( 除 以 0 总 是 被 排除 ) 是 有 理 数 . 这 就 说 
有 理 数 关 于 4 种 初等 运算 构成 一 个 闭 集 . 关于 这 4 种 
运算 封闭 的 任 一 数 集 称 为 域 .我们 用 Fo. 表示 有 理 数 域 . 

如 果 我 们 已 知 两 点 的 坐标 


Pi(zi,g1) H P(x2, yo), 
那么 通过 P, P 的 直线 方程 是 


(y2 — y1)€ + (xı — 22)y + (xoy1 — 2192) = 0, 


问题 I-A 组 T 


ax +by+ce=0, 


a = Y2 — Y1; b = v, — T2; C = oy — L1Y2. 


注意 ， 由 定义 知 ， T1,22,U1 与 y» 是 有 理 数 . 于 是 a, b H 
c 也 是 有 理 数 . 
圆心 为 (h,k), 半径 为 > 的 圆 的 方程 是 


r? +y? —2hx — 2ky +h? +k? —r? 20 


或 者 


z^ y^ -- da - ey 4 f — 0, 


EH d = —2h,e = —2k S f = hk? + k? — c. AR, d,e 
与 f 是 有 理 数 . 求 2 条 直线 的 交点 的 坐标 只 涉及 对 变 
量 系数 作 有 理 运 算 , 但 是 求 一 条 直线 与 一 圆 的 交点 的 坐 
标 , 或 者 求 2 个 圆 的 交点 坐标 , 除了 涉及 有 理 数 运算 外 
还 涉及 求 平 方 根 . 为 了 总 结 一 下 , 我 们 可 以 叙述 为 : 当 
且 仅 当 确 定 所 求 元 素 的 数 能 由 已 知 元 素 作 有 限 次 有 理 
运算 与 求 平方 根 得 出 时 ,用 无 刻度 的 直 尺 与 圆规 作 图 才 
是 可 能 的 . 


问题 TI-A 组 


求 下 列 各 组 的 交点 的 坐标 : 
(a) ar +by+ce=0 与 az+by+c =0 
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(b) az +by+c=0 E g? +y +dr+ey+f=0 

(c) z? +y? +dr+ey+f=0 与 2? +y +dr+ 
e'y4- f'-0 

如 果 我 们 已 知 单位 长 度 , 那 么 所 有 有 理 数 , 即 Fo 中 
所 有 的 数 都 能 作出 . 并 且 , 如 果 是 Fo 中 一 固定 数 , 那 
么 我 们 能 作 vk 5 ac bk, HP a 5 b Æ ro 中 任 
意 的 数 . 如 果 vk 不 在 Fo 中 , 那么 我 们 能 证 明 , 形 如 
a 十 bVk(a,b,k YE Fg P) 的 所 有 数 构成 一 个 新 域 I, TES 
以 Fo 为 子 域 . 例如 令 k= 3, 则 ae+5v3 构成 域 FAL Fi 
包含 所 有 有 理 数 为 子 域 , 即 当 = 0 时 的 所 有 的 那些 数 . 

为 了 证 明 所 有 的 数 a+ bvk (a,b, k TE Fo H, Vk AS 
在 Fg 中 ) 构成 一 个 域 , 我 们 注意 到 

1. (atbVk)+(ctdVk) = (a+c)+(b+d) vk = e+ f vk, 

2. (a - bV/k) — (c + dk) = (a — c) + (b — d)V/k 


= m nyk, 
3. (a 4- bV/k) x (c-- dk) = (ac + bdk) + (ad + be)v/k 
=r + svk, 
atbvk c—dvk _ (ac — bdk) + (bc — ad) /k 
cetd/k c—dV/k — c? — d?k 


ac—bdk | (bc— ad) Vk 
"d-dgk^ e- Pk 
= u+ vvk. 

AX a, b, c, d, k 是 域 Fo 中 的 数 , 所 以 这 些 有 理 数 中 
任 两 数 的 和 、 差 、 乘 积 与 商 是 有 理 数 . 因此 , e, f, m,n,7, 
su 5j v 是 有 理 数 , 这 就 证 明了 , 形 如 a+ b/k 的 数 构 
成 域 F, 它 包 含 而 为 子 域 . 还 有 一 个 需要 说 明 的 细节 . 


问题  II—A 组 “9. 


当 (a 十 bVE) 被 (c+ dk) BRIT, 我 们 得 vw 十 vvk, 其 中 


ac 一 bdk 
|ec-—dk 
与 
bc — ad 
| -Ëk 
Eu 24 RCM 
c-—dkzo0 


时 ww 与 v 是 有 理 数 . 我 们 假设 vk 不 在 Po P. T 
k 关 0. 在 做 除法 时 , 我 们 假设 除数 不 是 0， 因 此 e 与 
d 不 同时 为 0, 但 是 c 或 a 可 以 为 0. 我 们 现在 来 证 明 
c?— d?k 4: 0. WR c? — d?k —0, 那么 2 — Pk, k = ed 
与 Vk = 士 c/d. 于 是 vk 在 Foy 中 , ETFI. 这 就 完 
XX, Y JE UII a+ bvk 的 所 有 数 构 成 域 F 的 证 明 . 

其 次 , 我 们 能 作 一 切 形 如 a1 + bi / ki 的 数 , 其 中 a 
与 是 矿 中 的 任意 数 , ka Jé Fy 中 一 国定 数 , Vk 不 
在 Fi 中. V5 + 243 是 这 样 的 数 , 其 中 ai = V5,b1 = 
V2,ki = V3 Æ F P, vki = V3 E F P. 男 一 个 例 
TE 5-243. 我 们 也 能 用 与 上 述 完 全 类 似 的 步 又 来 证 
HH. 形 如 a4 十 bi / ki 的 数 构 成 域 Fo. 它 以 F 作为 子 域 
(这 个 子 域 包含 形 如 ar bi / ki. 的 数 , HR b = 0). 

这 个 过 程 能 无 限 地 继续 到 我 们 达到 E. 为 止 , n 是 
一 个 正 整数 ,我 们 现在 有 一 个 具有 下 列 性 质 的 域 序列 
Fo, FA, Fo, Fh 

1. Fo 是 有 理 数 域 . 
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Fi 是 把 vk 添加 到 ro 中 得 到 的 域 , 其 中 大 是 而 中 
一 固定 数 , 使 得 vk 不 在 而 中 ; r 包含 一 切 形 如 a+bvk 
的 到 a, b, k dE Fo "P, Vk ANE Fo rh 

P 是 把 vki WS Ey 中 得 到 的 域 , HP ki RF, 
中 一 固定 数 , 使 得 vk 不 在 FA 中 . 域 FS 包含 一 切 形 
如 ai 4- bu / ky. MŽ a, bi, ky Æ Fi P, vki INTE F P. 

F, 是 把 /k,, il 添加 到 E, 中 得 到 的 域 , 其 中 kn- 
是 瓦 -1 中 一 固定 数 , 使 得 ks a 不 在 FUP, Fa 包 
含 一 切 形 如 as a bs ks 的 数 ; an-1, bn-1, kn- Æ 
Fa 中 ,但 Ven- 不 在 Fu P. 中 的 数 可 以 非常 
复杂 , 它 可 以 由 n 个 平方 根 组 成 , 一 个 平方 根 在 另 一 个 
平方 根 外 面 . Fa 中 一 数 的 例子 是 


TE EE T 
VV vit vs, 


我 们 从 ko = 5 开始 , HEIR kı = 7+v ko, ka = 3 二 VR, ks = 
Vka 与 k4 = vka. 因此 这 个 数 在 F, 中 . 

2. Fo 是 Fi 的 子 域 ; Fi de FS 的 子 域 ; E. 是 FE, 
的 子 域 . 

3. Fo, Fi, Fo, , 玉 中 的 每 个 数 都 是 可 作 图 的 , 因 
为 这 些 域 中 任 一 域 的 数 都 能 由 单位 元 素 作 有 限 次 有 理 
运算 与 求 平方 根 得 出 . 

4. 反 之 , 任 一 可 作 图 的 数 都 能 从 域 Fo, Fi, Fo, , Fa 
中 的 一 个 域 中 找到 , 因为 我 们 已 经 证 明了 , 只 有 当 确 定 


为 了 得 到 数 


问题 ILIB 组 «11-7 


所 求 元 素 的 数 能 由 已 知 元 素 (假定 用 有 理 数 表 示 ) 作 有 
限 次 有 理 运 算 与 求 平方 根 得 出 时 , 这 些 作 图 才 是 可 能 
的 . 

作为 总 结 , 我们 可 以 陈述 下 列 定理 一 一 在 域 Fo, Fi, 
Fo , Fa 中 的 一 切 数 都 能 作 图 , 反之, 可 作 图 的 数 一 定 
在 域 Fo, Fi, Fo, FS 之 一 中 . 因此 , v3 + V2 是 可 作 
图 的 , 因为 /3 + V2 TE i 中 ;但 是 V3+ 2 是 不 可 作 
图 的 , 因为 V3+ V2 不 在 域 Fo, Fi, FS 的 任 一 域 中 . 


问题 ILB 组 


1. 把 数 7/(5 — V2) 表示 成 形式 a 十 bVk, 其 中 ap 
在 Fo 中 ,证 明 7/(5 — V2) TE F 中 

2. 把 数 5/(2 — V3) 表示 成 形式 a1 + bivki, 其 中 
aibi, ky TE Fj H, WEH 5/(2 — Y3) TE Fs P. 提示 : 为 
使 分 母 有 理化 , 利用 恒等式 

st—t=(s—t)(st+t)(s +i, s=2, t= V3. 

我 们 现在 由 下 列 定理 的 证 明 , 能 够 确定 3 次 方程 的 
根 什 么 时 候 可 作 图 . 这 个 定理 是 : 如 果 含 有 理 系 数 的 3 
次 方程 没有 有 理 根 , 那么 它 没 有 一 个 根 可 作 图 . nu 
有 理 系 数 的 3 次 方程 至 少 有 一 个 有 理 根 ,那么 称 这 个 方 
程 在 有 理 域 内 是 可 约 的 . 如 果 方 程 没 有 有 理 根 , 那么 称 
它 在 有 理 数 域内 是 不 可 约 的 . 因此 , 我 们 想 要 证 明 , 不 
可 约 的 3 次 方程 没有 一 根 可 作 图 . 我 们 能 把 3 次 方程 
表示 为 


z?-- pr? +qz+r=0, 
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其 中 pgr 在 Fo "P. 由 假设 , 方程 是 不 可 约 的 , 从 而 没 
有 有 理 根 . 我 们 假设 一 个 根 zi 可 作 图 , 则 zi 是 某 个 域 
Fa 中 的 一 数 , 其 中 n 是 正 整 数 , zi 不 能 属于 Fo, 因为 方 
程 是 不 可 约 的 . 令 m 是 使 zj 属于 ES BRE, 即 
z 不 属于 Fm > 1). 如 果 这 个 方程 有 任 一 其 它 可 作 
图 的 根 , 那么 我 们 假设 这 个 根 属于 FS, 其 中 > m. 于 
是 zi 具有 形式 


Gm-—1- b 1 V Ema. 
为 了 简化 记号 , 令 
a = m1, b= bm-1, k= km-i. 


换 句 话说 , a,b, k EF Fn1, z1 =a +bvk IET ESTE 
属于 Fm- 
我 们 现在 来 证 明 , 如 果 at bvk 是 下 列 3 次 方程 的 
T: 
z? + pz? - qz t r — 0, 


那么 a — bk 也 一 定 是 方程 的 根 . 如 果 a+bvk 是 方程 
的 根 , 那么 


(a 4- bv k)* -- p(a -- bV ky? + q(a + bVk)+r=0, 
化 简 后 得 


a? + 3a2bVk + 3ab?k + S kk + pa? + 2pabVk + pb?k 
+qa+ qb/k -- r — 0 


问题  II-B 组 BUE 
或 者 s+tvk = 0, 其 中 
s = a? -- 3ab? k + pa? -- p? k - qa +r 


以 及 
t = 3a?b + bk + 2pab + qb. 
因此 , 或 者 Vk = -s/ 或 者 s=0 与 +=0. 但 是 1 与 s 
是 Fo 中 的 数 , 因此 , 如 果 Vk = —s/t, 那么 Vk 还 是 
Fm1 中 的 数 , 与 假设 m 是 使 z1 属于 ,的 最 小 整数 
矛盾 . 所 以 s—otÓt-o. 
如 果 我 们 现在 把 a 一 bvV&k 代入 下 列 方程 中 的 z: 


二 px? 十 qz 十 7 二 上 0， 
得 出 表达 式 s! e tI Vk, 其 中 


s' = a? + 3a? k + pa? + pl? k + qa +r, 
t' = —(3a?b + b? k + 2pab + qb). 


FE s= s=0 5 t= t= 0. AE s ++tVvk = 0, #H 
a — bV/k 是 3 次 方程 的 根 . 

我 们 现在 知道 了 zi — a bk 与 za =a 一 bVk. 为 
了 求 出 第 3 个 根 zs, 我 们 注意 到 , 3 次 方程 可 以 与 


(z —zi)(z — zo)(z — 3) = 0 
z? 一 (£1 + £2 + 23)2^ 十 (Z172 + z1z3- ToTa)T 


— T12 T3 = 0. 
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因此 


xı + £2 + T3 = —P, 


或 者 , 因为 zi + za = 2a, za = —2a — p, 这 表示 一 个 根 
z3 TE Fma P, 与 假设 m 是 使 ES 包含 3 次 方程 根 的 
Tg RECO Jr. 

因此 我 们 得 出 结论 : 如 果 含 有 理 系 数 的 3 次 方程 有 
可 作 图 的 根 , 那么 方程 也 有 一 个 有 理 根 . 如 果 以 m, RIR 
这 个 有 理 根 , 那么 可 以 把 3 次 方程 写成 


(x — z,)(x? 十 piz 十 qı) = 0. 


从 而 其 它 两 个 根 征 2 次 方程 的 根 , 也 是 可 作 图 的 . 反之 ， 
如 上 朵 含有 理 系数 的 3 次 方程 有 一 个 有 理 根 ,那么 我 们 可 
以 把 方程 写成 


(x — v,.)(27 +pı£z + qı) =0, 


其 中 p 与 q 是 有 理 数 . 因此 这 个 方程 的 各 个 根 是 可 作 
图 的 . 作为 总 结 , 我 们 可 以 叙述 下 列 定理 : 

当 目 仅 当 含有 理 系 数 的 3 次 方程 和 有 有 理 根 时 ,方程 
的 各 个 根 是 可 作 图 的 . 如 果 方 程 是 不 可 约 的 , 那么 没有 
一 个 根 可 用 直 尺 与 圆规 作 图 . 

3 次 方程 的 这 个 性 质 在 解决 希腊 人 不 能 处 理 的 绝 
大 多 数 作 图 题 时 是 基本 的 .正如 以 后 各 章 将 要 证 明 的 
那样 , 这 个 定理 可 以 用 来 解决 下 列 问 题 立方 倍 积 ， 
3 等 分 任意 角 , 作 正 7 边 形 与 正 9 边 形 . 正如 以 后 的 
发 展 所 证 明 , 化 圆 为 方 问题 需要 不 同性 质 的 结果 . 在 我 
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们 探讨 这 些 问 题 以 前 , 将 简要 地 穿插 介绍 关于 复数 的 知 
is. 

最 后 , 值得 注意 的 是 , 关于 3 次 方程 的 定理 是 更 一 
般 定 理 的 特殊 情形 , 这 个 一 般 定理 的 证 明 已 经 超出 本 
书 的 范围 . 我 们 首先 在 更 一 般 的 范围 内 定义 术语 “不 可 
29"; A p(z) = agz^ -- az" ^3 +- as = 0 fé n 次 多 项 
式 方程 , 其 中 ”表示 正 整数 , a; 表示 有 理 数 . 如 果 p(z) 
可 以 因 式 分 解 成 含有 理 系数 的 较 低 次 多 项 式 的 积 ,那么 
p(z) = 0 在 有 理 数 域 中 是 可 约 的 . WR ple) 不 能 这 样 
分 解 , 那么 称 p(z) 是 不 可 约 的 . 现在 就 能 证 明 , 当 且 仪 
当 表 示 几 何 元 素 的 数 是 含有 理 系 数 的 2* 次 不 可 约 多 项 
式 方程 的 根 时 , 该 几何 元 素 是 可 作 图 的 , 其 中 表示 非 
负 整 数 . 


问题 II-C 组 


1. 证 明 V3+ 4/2 是 一 个 23 次 不 可 约 方程 的 根 . 

2. 作 V3 + V2. 

3. 下 列 3 次 方程 中 哪 一 个 有 有 理 根 ? 

(a) z? —1=0, 

(b) 232 —2 — 0. 

4. 求 可 约 3 次 方程 的 3 个 根 . 

5. ELT 3 次 方程 x? az? bz 6-0, AP a,b 5 
c 是 有 理 数 , 它 的 根 riro 与 rs 是 正 实数 ; WR r 是 有 
理 数 , 证 明 : 如 果 方 程 所 有 的 根 是 Fo sx FQ 中 的 数 , 那 
么 方程 所 有 的 根 是 可 作 图 的 . 例如 , 已 知 单位 长 度 , TE 
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方程 za — Tr? + 14r 一 6=0 的 各 个 根 . 

6. 如 果 2+ v3 Æ 3 IX JT fg r3 ax? tbr cc 2 0 RJ 
根 , 其 中 a,b 与 c 是 有 理 数 , 证 明 方程 的 一 个 根 是 有 理 
数 . 


第 II 章 复数 


你 们 可 能 感到 恢 诈 , 复数 与 作 几 何 的 线 或 图 形 有 什 
么 关系 .但 是 当 你 们 进行 下 去 时 , 你 们 将 看 到 , 复数 在 涉 
及 实数 的 代数 问题 与 几何 问题 中 都 是 最 有 用 的 

你 们 回忆 一 下 , 求 单位 边 长 的 正方 形 对 角 线 , 得 出 
方程 z? = 2, 已 经 证 明 , 这 个 方程 的 解 是 希腊 数学 家 们 
前 进 的 真正 障碍 . 希腊 人 用 有 序 的 整数 对 (a/b,b #0) 
得 出 有 理 数 . 但 是 , 从 有 理 数 发 展 到 实数 (包括 无 理 数 ) 
就 没有 这 样 简单 的 方法 了. 

在 数学 史 中 , 男 一 个 障碍 是 由 方程 ?十 1 = 0 产 
生 的 . 你 们 一 定 能 证 明 , 没有 一 个 实数 的 平方 等 于 一 1. 
( 正 数 或 负数 的 平方 是 正 数 ; 0 的 平方 是 0). 还 有 两 种 选 
Tk 或 者 必须 假设 简单 方程 zz +1 = 0 无 解 , 或 者 必须 
把 实数 系统 这 样 扩张 , 使 一 个 新 数 域 包含 zz +1= 0 的 
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解 . 当然 后 一 选择 更 令 人 满意 , 并 且 新 数 域 容 多 用 下 列 
类 似 于 从 整数 构成 有 理 数 的 方法 得 出 , 即 利用 一 个 有 序 
实数 对 构成 复数 , 并 适当 定义 相等 、 加 法 、 乘 法 . 我 们 
可 以 把 复数 表示 为 w+&ti = /—1) 的 形式 . 相等 、 加 法 
与 乘法 的 定义 如 下 : 

1. HN a4— e Sb dh ad bi ca di. 

2. (a + bi) + (c+ di) = (a + e) + (b + di. 

3. (a + bi) - (c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i. 

如 有 果 把 i 看 作 和 其 它 变量 (如 zx) 一样, 且 具 有 限制 
AKTE i = —1, 那么 这 些 定义 正 是 我 们 所 要 求 的 . 


问题 III-A 组 


对 于 a 5 b AFA TR, a+ bi Œ r? +1 = 0 RE. 
在 表示 复数 时 , 不 一 定 使 用 i. 我 们 可 以 上 只 写 (a,b), 
其 中 a 与 5b 是 实数 . 


问题 II-B 组 


1. 利用 形式 (a, 0) 来 表示 复数 , 写 出 相等 、 加 法 与 
乘法 的 定义 

2. 如 果 我 们 把 复数 的 加 法 单位 元 写作 (0,0), 把 乘 
法 的 单位 元 写作 (1,0), 求 2? + (1,0) = (0,0) 的 解 , 并 检 
验 你 们 的 答案 . 


你 们 当然 熟悉 下 列 事实 : 极 坐标 (0,0) 与 直角 坐标 
(a, b) 都 能 用 来 表示 复数 . 于 是 在 极 坐标 中 , 复数 a+ bi 


问题 IIC 组 -19> 


或 (a,b) 可 以 表示 为 r(cos9 + ising) (如 图 5). 


图 5 


复数 的 极 坐标 形式 能 使 我 们 很 容易 将 2 个 复数 相 
F: 


rı(cos £4 + isin 01) - r2(cos 02 + isin 09) 


= rira|cos(0, + 05) + isin(0 + 62), 
即 我 们 把 2 个 复数 相 乘 时 , JE ENIRAR, 把 它们 的 
辐 角 相 加 . 
问题 III-C 组 
1. 利用 下 列 三 角 恒 等 式 , 证 明 上 述 命题 : 


sin(x + y) = sin z cos y + cos g sin y, 


cos(x + y) = cos z cos y — sin z sin y. 
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2. 证 明 
ri(cosb --isinfi) ri E 
EP 一 04 — 05)]. 
ro(cos05 + isina) rə [cos(01 — 02) + isin(81 2)| 


如 果 我 们 令 ri =72==1 5 6, = 65, 则 得 


(cos 0 + isin 9)? = cos 20 + isin 20. 


上 面 这 个 方程 是 下 面 棣 英 弗 (De Moivre) 定理 的 实例 : 
(cos 0 + isin 0)" = cos m0 + isin mô. 
34 m 是 正 整数 时 , 这 个 定理 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 . 当 
m= 1 时 定理 一 定 成 立 . 如 果 我 们 假设 它 对 m 成 立 , 那 
A (cos 0 + isin 0)” = cos m0 + isin m8. 从 而 
(cos 0 + isin 0)" 一 (cosg 十 ising(cosrng + isin m) 
= cos 0 cos mO — sin 0 sin m0 
-Fi(sin 0 cos m + cos 0 sin m0) 


= cos(m + 1)0 + isin(m + 1)8. 


因此 , 证 明了 这 个 定理 对 一 切实 数 都 成 立 . 但是， 
棣 莫 弗 定理 当 m 为 一 切实 数 或 复数 时 都 是 成 立 的 . 现 
在 我 们 利用 这 个 定理 来 得 出 一 个 关于 实数 的 有 用 公式 . 

如 果 z 是 一 个 实数 ,那么 (cos x --isin z)? = cos27 十 
isin 2g. 但 是 


(cosa + isin z)? = (cos? x — sin? x) + 2i sin z cos z, 


cos 2x + isin 2x = (cos? x — sin? x) + 2i sin z cos z. 


问题 I-D 组 . 21 ， 


cos 2g = cos? z — sin? x EH sin2z —2sinrcosza. 


注意 到 , 使 2 个 相等 复数 的 实 部 与 虚 部 分 别 相等 , 311] 
能 够 得 到 只 包含 实数 的 公式 组 . 


问题  III-D 组 
利用 上 述 方法 , 证 明 


1. cos 3z = 4cos? x — 3 cos z. 

2. sin 3z = 3sin z — Asin? z. 
提示 : 在 使 复数 的 实 部 与 虚 部 分 别 相等 后 , 利用 关系 式 
sin? z + cos? x = 1. 

注意, 在 讨论 三 等 分 角 的 问题 时 ,我 们 将 利用 IID 
组 问题 中 的 第 一 个 公式 .. 

棣 英 弗 定理 能 够 使 我 们 用 很 简单 的 方法 求 出 1 的 
方 根 (在 讨论 作 正 多 边 形 问 题 时 , 我 们 将 利用 1 的 方 
根 ). 为 了 求 出 1 的 2 个 平方 根 , 在 代数 上 可 以 按 下 列 方 
法 进行 : 

32-1 与 zx=+l 或 z= -1l. 

利用 棣 英 弗 定理 , 我 们 进行 如 下 : 令 R = cos0 + 
isin9, 其 中 R 是 1 的 平方 根 .于 是 R? = cos 20+isin 20 = 
1, 因为 RÆ 1 的 平方 根 . 因此 20 = 2kr, HP k 是 任 一 
整数 . 但 是 , 只 有 的 2 个 值 给 出 R 的 不 同 值 . 因此 


Ri=cosnrt+isinx=—1 (k=1), 
Rə = cos 2r + isin27 —1 (k= 2). 
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在 上 例 中 用 棣 莫 弗 定理 显然 没有 好 处 . 但 是 , 如 果 
我 们 要 求 1 的 17 个 17 次 方 根 , 那么 棣 莫 弗 定理 的 威 
力 就 变 成 很 明显 了 . 

我 们 试 求 1 的 3 个 立方 根 . 在 代数 上 利用 方程 


2Z3 -1- 0, 
(z — 1)(z^ 4- x 4-1) — 0, 
—l-4 4-3 -1- y-3 
— 4g — ————. 
2 2 
注意 , 其 中 2 个 根 是 虚数 . 
由 棣 莫 弗 定理 , 我 们 有 


zı = 1, T2 = 


R = cos + isin ð, 
R? = cos 30 + isin 30 = 1, 
30 = 2kr, k=1,2,3, 


b= k — 1,2,3, 
Rı = cos T + isin S, 
Ra = cos m tisina Z, 
Ra = cos “E + isin = |1. 


问题 I-E 组 
证 明 


Ri =gz2, Po 一 2Z3， Rs= g£]. 


问题 III-F 组 . 23 . 


注意 到 (再 利用 棣 莫 弗 和 定理) 
Rə = R2, R= R}. 
因此 我 们 可 以 把 1 的 3 个 立方 根 写 成 R,R? R. 再 


注意 到 , 在 作 图 时 , 1 的 立方 根 分 单位 圆 为 3 个 相等 部 
分 , 连接 各 分 点 可 以 构成 一 个 等 边 三 角形 . 


NA 


问题 III-F 组 


如 果 我 们 令 zo = (—1-4- —3)/2 = v, 证明 24 = w? 
与 zl = w3. 对 于 1 的 2 个 平方 根 , 类 似 的 关系 式 成 立 
吗 ? 

我 们 现在 来 推广 上 述 方 法 , 并 求 方程 z* = 1 9 nn — 
1—0 的 nn 个 根 的 表达 式 . 利用 几何 级 数 求 和 公式 或 直 
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接 相 乘 , 可 以 证 明 
r*-—l1 
r—1l 
如 果 我 们 令 R(Z 1) 是 188 n KYR, 那么 所 有 的 根 可 
以 表示 为 R, R?, R3, , RH, R^ = 1, 因为 1 的 n RA 
根 可 以 写成 


一 ZL 二 On 十 十 2 二 1 (EL) 


2k 2k 
cos — p isin EE, k = 1,2,--- ,n. 
n n 
于 是 对 于 天 = 1， 
COS 27r . 
1 一 sin —, 
n 
对 于 大 = 2， 
4 4 
Ra = 00 Lisin Z = R, 
n n 
对 于 大 二 mm， 


R4 = cos 2r + isin 2r = R” = 1. 


在 复 平面 内 作 图 时 , 18] m I n 次 方 根 把 单位 圆 分 成 n 
个 相等 的 弧 , 连接 这 些 弧 就 得 出 一 个 正 n 边 形 . 因为 方 
FE zz-I+zn-2 十 .+zZ+1=0 的 根 是 1 的 mn” 次 复数 根 
与 根 z = 1 分 圆 为 相等 的 请 部 分 , 所 以 这 个 方程 称 为 
HA (GA) 方程 . 数 R, R,- , R" 构成 一 个 乘法 群 ， 
因为 它们 满足 下 列 4 个 条 件 : 

1. 封闭 性 ”Re .Re = Rot — ne, 其 中 a,b, e 是 小 于 
或 等 于 nn 的 整数 . 


问题  III-G 组 :25- 


E A 合 律 R°(R?. Re) = (R° . R*) .Re 一 Ret?te 
3. 单位 元 素 是 R”, 因为 R°. R° = Re. 
4. R^ WEIR AE R* 
再 注意 到 , R(cos2m»/n-d-isin27/n) 的 道 元 素 是 R^, R! 
可 以 写成 cos(2r/n) — isin(2r/n). 


问题 I-G 组 


1. 把 1 的 7 个 了 次 方 根 (R, R? , R= 1) 用 极 
坐标 形式 表示 . 

2.1 的 7 个 7 次 方 根 构 成 一 个 群 . 证 明 

(a) R3 . RS 是 这 个 群 中 的 元 素 . 

(b ) R° 的 逆 元 素 是 这 个 群 中 的 元 素 . 

(c) R? + (3/ R?) = 2cos 4r /7. 

3. 利用 公式 S = (ar” — a)/(r — 1), 证 明 
R?” —1 
R—1` 


1+R+R +4 R! = 


第 IV Æ 提 洛 问题 


作 一 个 立方 体 使 其 体积 是 已 知 立方 体 体 积 2 倍 的 
作 图 问题 通称 为 提 洛 (Delos) 问题 . D. E. 史密斯 (Smith) 
在 他 的 《数学 史 》 中 叙述 了 关于 这 个 问题 的 下 列 故 事 : 
ar 雅典 人 向 提 洛 的 圣人 了 和 解 公 元 前 430 年 在 这 个 
城市 发 生 的 瘟疫 的 情况 如 何 . 据说 , 圣人 答 说 , 他们 必 
须 把 阿波 罗 (Apolo) 的 圣 坛 的 大 小 加 倍 . 这 个 圣 坛 是 
一 个 立方 体 , 问题 就 是 把 它 的 体积 加 售 .” 

把 楼 长 为 1 单位 的 立方 体 加 倍 的 问题 得 出 方程 x3 = 
2, 这 是 一 个 不 可 约 的 3 次 方程 .因为 如 果 x3 = 2 的 
解 是 有 理 数 , 那么 我 们 可 以 把 解 表 示 为 a/b, a 与 是 
SUN. b z 0. 令 ajb 在 最 低 项 中 , 即 a 5j b 没有 大 于 
1 的 公 因 数 , 则 a3 = 209, a? 是 偶数 .因此 a 是 一 个 
偶数 , 例如 是 2n, 因为 一 个 奇数 的 立方 是 奇数 .于 是 


问题 IV-B 组 27 


(2n)? = 202, 5? = 4n3, b? 是 偶数 , b 是 偶数 , 这 与 假设 
a 与 5 没有 大 于 1 的 公 因 数 了 矛盾 . 因为 23 = 2 是 一 个 
不 可 约 的 3 次 方程 ,所 以 它 的 根 不 能 用 无 刻度 的 直 尺 与 
圆规 作出 ,并 且 用 这 些 工具 把 立方 体 体积 加 售 是 不 可 能 
的 . 

希 波 克拉 底 (Hippocrates) J15 A vi Z2 Er (Menach- 
mus) 早期 的 努力 证 明了 , 这 个 问题 可 用 求 抛物 线 与 双 
曲线 的 交点 来 解决 . 因此 , 如果 令 b = 2a, 那么 方程 
r? = ay 与 内 = 好 得 出 方程 x3 = 283. 


问题 IV-A 组 


1. H rz? = ay 5 y? = bx 导出 方程 r3 = 292. 

2. 为 什么 这 个 方法 不 能 看 作 提 洛 问题 的 “ 解 ”? 

3. b= 2a, 证 明 z? = ay 与 ry = ab 也 时 出 方程 
r? = 2a3. 

狄 奥 克 莱 斯 (Diocles) (公元 前 2 世纪 ) 利用 了 草 叶 
线 把 立方 体 体 积 加 倍 . BI (Vieta) JL (Descartes)、 
33 2, (Fermat) 与 牛顿 (Newton) 也 发 展 了 立方 体 体积 加 
倍 的 方法 . 牛顿 为 此 目的 利用 了 帕斯卡 (Pascal) 蜗 线 . 
当然 , 这 些 方法 没有 一 个 限制 它 要 用 无 刻度 的 直 尺 与 圆 
规 . 


问题 IV-B 组 


1. 虽然 不 能 使 立方 体 加 倍 , 但 是 2 维 的 类 似 问 题 
却 可 以 解 . 


. 28 . $ IV € o 提 洛 问题 
作 一 个 正方 形 使 其 面积 是 已 知 正方 形 面积 的 2 倍 . 


2. 能 不 能 作 一 个 球 的 半径 , 使 球 表面 积 是 单位 球 表 
面积 的 2 fi, 或 者 使 球体 积 是 单位 球 的 2 fi? 


第 V 章 三 等 分 角 的 问题 


某 些 角 不 难 三 等 分 ， 例 如 直角 可 以 三 等 分 , 因为 
30° 角 可 以 作出 . 但是, 只 利用 无 刻度 的 直 尺 与 圆规 , 没 
有 办 法 作出 任意 角 的 — 

我 们 用 60° 角 不 能 三 等 分 来 证 明 这 个 命题 . 为 此 目 
的 , 我 们 利用 第 II 章 中 得 到 的 公式 


cos 30 = 4cos30 — 3cos 8. 
1 
令 30 = 60°, Mi) cos 30 = z X r = 2cos0 = 2cos 20°, 


则 


即 
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我 们 可 以 证 明 , 3 次 方程 中 -3z-1= 0 是 不 可 
约 的 . 因为 设 x = a/b, 其 中 a 与 是 没有 大 于 1 的 
公 因 数 的 整数 ,5 270. 于 是 (23/03) — 3(a/b) - 1 — 0 与 
a? — 3ab? = b, 或 者 中 = ala? — 3092), a 整除 03. 

因为 a 与 疙 没有 大 于 1 的 公 因 数 , 所 以 a 一 定 是 
+1 或 -1. 类 似 地 , aa = b? + 3ab? = b? (b + 3ab), 中 整除 
a’. AE b 也 一 定 是 +1 或 —1. 

于 是 , a? — 3s — 1 = 0 唯一 的 可 能 有 理 根 是 +1 或 
-1. 因为 +1 与 -1 部 不 是 方程 的 根 ,所 以 x3--3x -1=0 
是 不 可 约 的 3 次 方程 , 并且 用 直 尺 与 圆规 不 能 作出 它 的 
TR. 

因此 用 直 尺 与 圆规 不 能 作出 cos 20?. 因为 当日 仅 
当 一 角 的 余弦 能 作出 时 , 这 个 角 才 能 作出 ,我们 证 明了 ， 
20° 角 不 能 作出 , 并 日 一 般 角 不 能 三 等 分 . 

证 明 3 次 方程 a9 32 1 = 0 不 可 约 的 男 一 种 方 
法 是 利用 下 列 代 数 定理 : 如 果 一 切 系 数 均 为 整数 的 方 
FE coz" -- cya 71 4 es 二 0 有 有 理 根 a/b, 那么 a 是 
cn 的 因数 ,b 是 co 的 因数 (这 个 定理 的 证 明 可 以 在 伊 万 
. JEX (Ivan Niven) #4 (AHA JGEURIC) (Numbers: 
Rational and Irrational) 一 书 中 找到 ). 我 们 又 得 到 结论 ， 
+1 只 是 有 理 根 的 候选 者 . 


问题 V-A 组 


1. 用 一 个 坐标 系 , 对 
(a) 已 知 锐角 A, 作 cos A. 


问题 V-A 组 «31: 


(b) 已 知 钝 角 A, TE cos A. 

(c) 已 知 一 线段 的 长 度 是 cos A, TE A. 

2. 利用 恒等式 cos 30 = 4cos? 0 一 3cos0, 确定 下 列 
各 和 角 中 每 个 角 是 否 可 以 3 等 分 : 


(a) 90°, (b) 120?, (c) 180°. 


阿 基 米 德 (Archimedes) 提出 了 一 个 三 等 分 角 的 有 
趣 方法 . 


图 7 


4 ZAOB 是 一 个 已 知 角 . 以 o 为 圆心 与 任 一 适 
当 的 长 为 半径 作 一 个 圆 . 经 过 B 作 一 直线 与 直径 AC 
的 延长 线 相交 , 使 得 ED 等 于 圆 的 半径 . 于 是 ZD 是 
ZAOB 的 1/3 (如 图 7). 
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问题 V-B 组 


1. 证 明 ZD 是 <408B 的 1/3. 

2. 为 什么 这 个 方法 不 满足 可 作 图 性 的 要 求 ? 

男 一 个 三 等 分 角 的 巧妙 方法 如 下 . 

S /ZAOB 是 一 个 已 知 角 , OC 是 ZAOB 的 平分 线 ， 
2D 是 ZCOB 的 平分 线 , 等 等 , 即 继续 平分 由 0B 与 

一 条 角 平 分 线 构 成 的 角 . 我 们 现在 有 ZAOB 的 下 

AMAA —;5 =, d 5, …. 利用 圆规 与 直 尺 , 把 
ZAOB 的 各 部 分 (从 = L 开始 ) 联合 起 来 : 


因此 我 们 有 一 个 无 穷 几何 级 数 , 它 的 公 比 是 1/4, 总 
和 是 1/3. 


问题 V-C 组 .83- 


问题 V-C 组 

、 1 1 1 1 
EL. i.l....—l 

1 证 明了 + 车 十 页 十 z 


2. 为 什么 这 个 方法 不 满足 可 作 图 性 的 要 求 ? 

尼 科 米 迪 斯 (Nicomedes) (公元 前 2 世纪 ) 利用 蚌 线 
三 等 分 角 . 另 一 个 希腊 数学 家 硕 皮 亚 斯 (Hippias) (公元 
前 5 世纪 ) 发 明了 一 条 曲线 , 他 用 来 三 等 分 角 . 因为 这 
条 曲线 还 用 在 化 圆 为 方 问 题 上 , 所 以 称 为 制 圆 曲 线 . 割 
圆 曲线 可 被 用 来 把 一 个 角 分 成 任意 个 相等 部 分 . 感 兴 
趣 的 读者 可 以 参考 D. E. 史密斯 (Smith) 的 《数学 史 》 
(History of Mathematics) 一 书 ， 书 中 描述 了 蚌 线 与 割 贺 
曲线 以 及 怎样 利用 它们 来 三 等 分 角 . 


第 VI 章 化 圆 为 方 问题 


AABE (Were) 能 作 一 个 正方 形 使 其 面积 等 于 
任 一 已 知 多 边 形 的 面积 . 于 是 为 作 一 个 正方 形 使 面积 
等 于 一 个 已 知 平行 四 边 形 的 面积 , 我 们 可 以 利用 方程 
z? = bh, 其 中 心 杜 户 分 别 是 这 个 平行 四 边 形 的 底 边 与 


G 


问题 VI-A 组 (357 


高 , x 是 正方 形 的 一 边 ， 首 先 作 已 知 平行 四 边 形 的 高 . 
然后 以 b+h 为 直径 作 半 圆 . 在 E ETE EG EAT DF, 
与 半圆 相交 于 G, 则 EG = x (如 图 9). 

为 了 作 一 个 正方 形 使 面积 等 于 一 个 四 边 形 的 面积 ， 
我 们 可 以 进行 如 下 : 作 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 DB. 过 
C 作 一 直线 平行 于 DB, 与 AB 的 延长 线 相交 于 F. XE 
Be DF. 于 是 AAFD 的 面积 等 于 四 边 形 ABCD 的 面积 . 
利用 方程 zz = bh. 可 以 作出 一 个 正方 形 使 面积 等 于 任 
一 已 知 三 角形 的 面积 (如 图 10). 


D 


问题 VI-A 组 


1. 在 作 一 个 正方 形 使 其 面积 等 于 一 个 已 知 平行 四 
边 形 面积 的 图 中 , 证 明 EG = bh. 

2. 在 作 一 个 正方 形 使 面积 等 于 一 个 已 知 四 边 形 面 
积 的 图 中 , 证 明 AAFD 的 面积 等 于 四 边 形 ABCD 的 
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面积 . 

3. 作 一 个 正方 形 使 面积 与 (a) 已 知 四 边 形 , (b) 已 
知 五 边 形 的 相等 . 

因为 可 以 作 一 个 正方 形 使 面积 等 于 直线 形 的 面积 ， 
所 以 自然 试图 作 一 个 正方 形 使 面积 等 于 一 个 最 简单 的 
曲线 图 形 圆 的 面积 . 让 我 们 来 看 , 是 否 能 作 一 个 
正方 形 使 其 面积 等 于 一 个 有 单位 半径 的 已 知 圆 的 面积 . 
方程 变 为 zz = 7, 我 们 可 以 利用 下 列 作法 : ADC 是 用 
(n 4-1) 作为 直径 在 AC. 上 作出 的 半圆 . 但 是 怎样 作 线 
Ex AB = r We? 


试图 在 几何 上 作 r 或 在 代数 上 确定 它 的 精确 值 的 
历史 有 三 个 十 分 明确 的 时 期 . 第 一 个 时 期 从 古代 延伸 
到 17 世纪 中 期 . 它 的 特点 是 用 纯粹 几何 方法 巧妙 地 企 
图 求 出 的 近似 值 . 正如 上 一 章 所 指出 , 希 皮 亚 斯 发 明 
的 割 圆 曲线 可 以 用 来 作 2/0. 于 是 割 加 曲线 可 以 用 来 化 
圆 为 方 , 但 是 制 圆 曲 线 本 号 不 能 用 直 太 与 圆规 作出 . 利 
用 圆 的 内 接 与 外 切 正 多 边 形 , MERKE (他 被 认为 是 古 
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代 最 伟大 的 数学 家 ) 能 够 证 明 3- > 元 > 3 元 (这 是 一 
个 有 现代 风格 的 结果 ). 他 利用 了 96 XUE. 在 第 一 个 时 
期 结束 之 前 , 户 多 尔 夫 . 冯 . IG (Ludolph van Ceulen) 
(16 世纪 ) 计算 r 至 小 数 17 位 (在 德国 , x 称 为 卢 多 尔 
夫 数 ). 在 1621 4E, 期 涅 尔 (Snell) 计算 « 至 35 位 小 数 ， 
但 是 他 利用 了 正 2 边 形 . 

T 的 精确 小 数值 一 直 没 有 找到 , 甚至 不 知道 这 样 的 
(有 理 数 或 
者 可 表示 为 有 尽 小 数 , 或 者 可 表示 为 无 限 循 环 小 数 , 反 
之 , 有 尽 小 数 或 无 限 循环 小 数 可 表示 为 有 理 数 .) 


问题 VI-B 组 


1. 利用 单位 圆 的 内 接 与 外 切 正 n 边 形 确 定 的 上 
限 与 下 限 , 并 求 圆周 长 的 近似 值 . 利用 边 数 n 为 (a) 4 
(b) 8. 

2. 做 除法 到 必要 多 的 位 数 , 证 明 3> 是 循环 小 数 

3. 把 3.i4 表示 为 有 理 数 . i4 表示 这 两 个 数字 无 限 
重复 . 

希腊 人 受 希 波 克 拉 底 (Hippocrates) (公元 前 5 tE 
纪 ) 发 明 的 鼓舞 研究 化 圆 为 方 问题 的 解法 . 希 波 克 拉 底 
证 明了 , 能 作 一 个 正方 形 使 面积 等 于 一 个 曲线 图 形 的 面 
Ho 从 一 个 等 腰 直 和 角 三 角形 开始 , 以 C 为 圆心 , 以 CB 
为 半径 作 圆 的 弧 BFA. 再 以 D (AB 的 中 点 ) 作 圆 心 ， 
以 DB 为 半径 作 半 圆 AEB. 月 牙 形 AEBFA 的 面积 分 
于 以 长 度 BD 为 边 长 的 正方 形 的 面积 (如 图 12). 能 作 
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一 个 正方 形 使 面积 等 于 月 牙 形 这 个 事实 使 希腊 数学 家 
相信 , 化 圆 为 方 应 该 不 太 困 难 . 但是, 在 怎么 解 或 者 事实 
上 是 否 有 解 的 问题 上 都 没有 找到 任何 线索 时 ,第 一 个 时 
期 结束 了 了 . 


第 二 个 时 期 从 17 世纪 下 半 叶 开始 . 利用 新 的 分 析 ， 
微 积分 , 一 些 人 如 牛顿 、 费 马 、 沃 利 斯 (Wallis) 与 欧 拉 
等 研究 了 这 个 问题 . 发 现 了 7 的 许多 数值 表达 式 (包括 
无 穷 级 数 、 无 穷 弱 积 与 连 分 数 ) 关于 这 些 求 + 近似 值 
的 方法 的 实例 , 读者 可 以 参考 D. E. 史密斯 的 《 数学 史 》 
(History of Mathematics) ~ P. J. 达 维 斯 (Davis) 的 《大 数 
知识 》(Lore of Large Numbers) 与 C. D. 欧 尔 德 斯 (Olds) 
的 《 连 分 数 》(Contimued Fractions). 在 1873 年 , 英国 数 
FAMILH (Shanks) TTE f « 至 707 位 小 数 , 但 是 后 
来 证 明了 只 有 527 位 是 正确 的 . 

在 1685 E, 耶 苏 会 的 数学 家 阿 当 莫 . 科 汉 斯 基 
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(Adam Kochansky) 给 出 了 化 圆 为 方 的 下 列 作法 : 作 一 
个 单位 圆 与 百 线 RS 相 切 于 A. O 为 圆心 . 在 整个 作 
图 过 程 中 , 保持 圆规 国定. 以 A 为 圆心 作 一 弧 与 加 相交 
T C. 以 C 为 圆心 作 一 弧 与 第 一 条 弧 相 交 于 D. TE OD 
与 RS 相交 于 E. lE EH 为 单位 长 , 则 BE =r (近似 
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1. 证 明 BH = i3 — 2A. 
2. 求 上 题 根 式 的 值 至 5 位 小 数 , 并 把 你 的 结果 与 r 
至 5 位 小 数 的 值 进行 比较 . 
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在 1849 年 , 雅 可 布 . $8 . 盖 德 尔 (Jakob de Gelder) 
利用 连 分 数 能 作 一 条 长 度 很 接近 于 r 的 线段 , 得 出 的 
近似 值 . 盖 德 尔 所 用 的 近似 值 是 

c. 

113 72 十 82 

关于 连 分 数 方法 与 根据 此 法 的 几何 作 图 法 的 细 方 ， 
读者 可 参考 C. D. 欧 尔 德 斯 的 《 连 分 数 》. 

虽然 这 些 努 力 大 大 增加 了 表示 7 的 精确 度 ,但 是 没 
揭露 出 n 的 重要 本 质 的 任何 新 东西 , Bl x 是 不 是 有 理 
数 这 一 问题 . 但 是 在 1761 E, 德国 数学 家 兰 伯 特 (Lam- 
bert) 证 明了 x 是 无 理 数 , 它 不 能 表示 为 分 数 或 有 尽 小 
数 或 无 限 循环 小 数 . 虽然 兰 们 特 的 证 明 结束 了 求 r 有 
理 值 的 努力 , 但 是 化 圆 为 方 问 题 仍然 没有 解决 , 内 为 还 
有 许多 无 理 数 (例如 V2) 能 用 下 尺 与 圆规 作 图 . 

但 是 在 这 个 时 期 中 , 欧 拉 有 了 一 个 重要 发 现 , 这 个 
发 现 导致 150 年 后 得 出 这 个 问题 的 最 终 解 决 . 利用 新 
发 明 的 微 积分 , 数学 家 能 得 出 各 种 函数 的 无 穷 级 数 展开 
式 . 


= 3.141592... . 


TE (z 以 弧度 为 单位 ) 


3! 5! 
1 T z^ 
COS T = 9| * 4i 
= _ 1 r? r m 
e” = Eor tar "aug 
于 是 
T iz? zt 


2 sg 4. 
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因此 我 们 可 以 证 明 et? = cosg + ising. 于 是 可 以 把 复数 
r (cos0 十 isin0) 表示 为 re*. 


WRS Ri = cos(2n/n) 十 isin(2x/n) (1 85 n 次 方 根 ), 那 
A 
Ri = eir /n) 
Rə = en /m) — EE — m, 
R,_1 = e2i(n-1/n)n — RTL, 


Rn =e" = R} =1. 


这 再 次 证 明了 , 1 的 n 次 方 根 可 以 写成 R, R?, R3, 
R” — 1, 其 中 R {= cos(27/n) + isin(2r/n). 

再 次 引用 方程 ét = cosg + ising, $ r = m, 由 
e"* — cosr +isinm = —1. 方程 ef 一 一 是 数学 一 切 公 
式 中 最 令 人 惊异 的 一 个 , 它 涉及 数 e,7,i 与 1. 这 个 关 
系 式 被 林 德 曼 (Lindemann) 用 来 最 后 解决 了 化 圆 为 方 
问题 . 


问题 VI-D 组 


1. 利用 sinz 与 cosz 无 穷 级 数 展 开 式 的 2 项 ， 计算 
sinf/6 与 cosr/6 至 2 位 小 数 ， 并 把 你 的 结果 与 从 三 角 
函数 表 中 求 出 的 sin r/6 与 cos r/6 的 值 进行 比较 (利用 
T = 3.14). 

2. 利用 ez 无 穷 级 数 展开 式 的 5 项 , 计算 e 的 值 至 
2 位 小 数 . 


«42 - 第 VIE 化 圆 为 方 问题 


在 第 3 个 时 期 , 现代 分 析 的 巨大 威力 被 用 于 这 个 问 
题 . 在 1873 年 , 埃 尔 米 特 (Hermite) 证 明了 e 是 一 个 超 
越 数 . 代数 数 是 多 项 式 方 程 oozz +a"! +. + an = 0 
的 根 , 其 中 所 有 系数 a0,a1,… ,an 都 是 整数 ， 超 越 数 
不 是 代数 数 , 即 超越 数 不 是 整数 (或 有 理 数 ) 系数 的 多 
项 式 方程 的 根 . 例如 , 如 果 ao,a1,a2 是 任意 整数 , 那么 
age? + aje + az Æ 0. 

在 19 世纪 初 , 在 引入 超越 数 概念 时 , 数学 家 还 不 
能 证 明 , 任 一 已 知 数 是 超越 数 . 

法 国 数学 家 刘 维 尔 (Liouville) 在 1851 年 发 现 了 第 
一 个 超越 数 . 它 是 用 无 穷 级 数 1/10 二 1/102 十 1/103 十 … 
表示 的 . 刘 维 尔 发 现 了 被 他 证 明 是 超越 数 的 一 整 类 数 ， 
但 是 r 不 包含 在 此 类 中 . 他 还 证 明了 e 不 能 是 有 理 系 
数 的 二 次 方程 的 根 , 即 age? 二 aie 十 az Æ 0, 其 中 ao, a1, a2 
是 整数 . 

同时 , 德国 数学 家 格 奥 尔格 . 康 托 尔 (Georg Cantor) 
在 1880 年 证 明 , 几乎 一 切实 数 是 超越 数 . 林 德 曼 在 1882 
年 提出 了 解决 化 圆 为 方向 题 的 最 后 步 , 那 时 他 推广 了 埃 
尔 米 特 (Hermite) 得 出 的 结果 , 并 证 明了 , 在 形 如 


ao + aje! + ase? +. — 0 


的 方程 中 , 指数 与 系数 不 但 不 是 整数 , 而 且 也 不 能 都 是 
代数 数 . 读者 可 以 在 伊 万 . 尼 文 (Ivan Niven) 的 《无 理 
38 ) (Irrational Numbers) 中 找到 证 明 . 如 果 把 这 个 结果 
应 用 于 欧 拉 方程 1+ er = 0, 因为 1 是 代数 数 , 所 以 ri 
是 超越 数 . 由 于 代数 数 构成 一 个 域 , 所 以 任意 两 个 代数 


问题  VI—E 组 .43 ， 


数 之 积 是 代数 数 (关于 证 明 , 见 《 无 理 数 》). 因为 i 是 
代数 数 ( 它 是 方程 e? 十 1 = 0 的 根 ), 所 以 一定 是 超越 
数 , 否则 xi 是 代数 数 . 

因此 r 不 是 任 一 多 项 式 方程 的 根 , 并 且 不 能 用 整 
数 的 有 理 运算 与 求实 平方 根 表 示 ， 所 以 不 能 作 一 个 正 
方形 使 面积 等 于 一 圆 . 虽然 现在 知道 了 x 是 无 理 数 , 但 
是 数学 家 仍旧 对 n 的 小 数 展开 式 中 数字 分 布 感到 兴趣 . 
于 是 利用 高 速 计算 机 , 求 出 r 的 值 至 10000 位 小 数 . 对 
进一步 的 细节 , 读者 可 以 参考 P. J. 达 维 斯 (Davis) 的 
CASUM Y (Lore of Large Numbers). 


问题 VI-E 组 


在 VI-C 组 问题 中 , 我 们 已 求 出 T —243 JÉ m 


的 近似 值 . 证 明 VS -2V3 是 一 个 整数 系数 的 4 次 方 
程 的 根 . 
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jo) 


另 一 个 关于 圆 的 难 对 付 的 问题 让 从 十 代 到 19 世纪 
的 一 些 最 伟大 的 数学 家 为 此 做 出 巨大 的 努力 . 这 个 问 
题 就 是 把 一 个 圆 分 成 等 弧 依 次 把 各 分 点 联 成 为 弦 , 得 
出 一 个 正 多 边 形 (等 边 且 等 角 的 多 边 形 ). 

希腊 人 能 作 正 2” 边 形 , 其 中 m 是 大 于 1 的 整数 . 
他 们 还 能 作 正三 角形 与 正 5 边 形 . 因为 用 直 尺 与 圆规 
能 平分 圆 弧 , 所 以 能 作 正 3-2" 边 形 与 正 5.2m 边 形 , 其 
中 m 是 任 一 正 整 数 . JF EL, 希腊 人 还 证 明了 , 如 果 能 作 
JE a 边 形 与 正 b WÉ, 且 a 5j b 互 素 ( 即 a 与 上 没有 大 
于 1 的 公 因 数 ), 那么 能 作 正 a-b 边 形 . 证 明 要 利用 求 
2 个 整数 最 大 公 因 数 的 银 转 相 除 法 . 在 2 个 整数 互 素 的 
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情形 下 , 最 大 公 因 数 是 1, 这 个 算法 能 使 我 们 解决 下 列 
问题 

ELI 2 个 互 素 整数 a 5j b, 则 存在 另外 2 个 整数 天 
53 1, 使 得 ka 十 b= 1. 正如 复数 那 一 章 所 指出 , 把 一 个 
E ”等 分 等 价 于 作 一 个 2r/m WEM (或 圆心 角 ). 于 
是 , 如 果 我 们 作 了 正 a 边 形 与 正 b 边 形 , 那么 我 们 就 能 
作 2n/a 弧度 与 27/b 弧度 的 弧 . 因此 我 们 就 能 作 2rl/a 
弧度 与 2rk/b 弧度 的 弧 , 其 中 天 5 LAE ka+lb=1 É 
整数 . 最 后 我 们 能 作 2rl/a + 2rk/b = 2r(ka + Ib) /ab = 
2r /ab 弧度 的 弧 , 这 就 证 明了 能 作 正 a-b 边 形 . 

因为 3 与 5 互 素 ,所 以 能 作 正 15 边 形 以 及 正 15.2m 
边 形 , 其 中 m 是 正 整数 . 于 是 我 们 能 通过 和 叙述 一 个 一 
般 公式 来 总 结 希 腊 人 的 成 就 ,该 公式 指出 古代 数学 家 能 
作 哪 些 正 多 边 形 . 如 果 n 是 一 个 形 如 27. PP. P7 的 整 
数 , 其 中 m 是 任 一 非 负 整数 , P, 与 P 是 不 同 的 素数 3 
与 5 r=0 或 1, 那么 希腊 人 能 作 正 n 边 形 . 


问题 VI-A 组 


1. E 2m 边 形 , 其 中 m 等 于 (a) 2, (b) 3, (c) 4. 

2. EE 3. 2? 边 形 , 其 中 mm 等 于 (a) 0, (b) 1, (c) 2. 

3. 假设 能 作 正 三 角形 与 正 5 边 形 , 请 说 明 : 怎样 由 
求 2 个 整数 ; 与 天 使 得 3 上 5 — 1 来 作 正 15 边 形 . 然 
后 你 将 怎样 作 正 30 边 形 ? 

4. 根据 所 学 过 的 知识 回答 : 

(a) 能 不 能 作 一 个 正 3-3 边 形 ( 即 正 9 边 形 )? 
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(b) 如 果 能 作 正 a UE SIE b HÆ, 并 且 4 与 5 互 
R, 那么 能 不 能 作 正 (a+b) 边 形 ? 试 证 明 你 的 猜想 . 


古代 数学 家 遗留 下 的 等 分 圆 的 问题 已 经 有 2000 多 
AE T. 尽管 像 费 马 与 欧 拉 这 样 著名 的 数学 家 研究 过 这 
个 问题 , 但 是 一 直到 18 世纪 末 , 在 高 斯 1796 年 完全 解 
决 前 , 这 个 问题 没有 更 多 的 进展 . 

E. T. 贝尔 (Bell) 在 他 的 《数学 的 发 展 》(Development 
of Mathematics) 中 指出 :“ 高 斯 一 生 从 事 数 学 研究 的 原 
内 是 , 他 在 19 岁 时 用 直 扩 与 圆规 作 正 多 边 形 的 惊人 发 
现 .” 在 这 个 发 现 前 , 他 考虑 学 习 语 言 学 专业 . D. E. 史 
密斯 在 他 的 《数学 史 》 中 引用 了 高 斯 本 人 的 关于 他 的 这 
项 发 现 的 记录 . 

“ 那 是 1796 年 3 H 29 日 ,机 会 与 此 毫 无 关系 . 在 这 
以 前 , 实际 上 在 1796 年 冬天 (我 在 哥 廷 根 的 第 一 学 期 )， 
我 已 经 发 现 了 关于 方程 (z 一 1)/(z 一 1) = 0 的 根 分 离 为 
2 组 的 方方面面 . 在 算术 范围 内 认真 考虑 一 切 根 的 相互 
关系 之 后 , Eem (Braunschweig) 的 假日 期 间 , 那 
天 早上 我 (起 床 前 ) 以 最 清楚 的 方式 思考 这 个 关系 , 我 
成 功 了 , 因此 立即 把 它 应 用 于 正 17 边 形 与 数值 证 明 .” 

柯 明 (Courant) 与 罗 宾 斯 (Robbins) TETTE TA fF 
么 是 数学 ? 》( What Is Mathematics?) 中 指出 : “他 (高 斯 ) 
经 党 特别 自 紧 地 回忆 他 第 一 个 杰出 的 功绩 . 在 他 死 后 ， 
在 哥 廷 根 建立 了 他 的 青铜 司 像 , 雕像 底座 设计 成 正 17 
边 形 , 这 是 彰显 其 荣誉 的 最 好 方式 了 .” 为 什么 是 正 17 


O ORFA: 什么 是 数学 , 左 平等 译 , 复 日 大 学 出 版 社 , 2005 年 第 2 版 . 
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问题 VILA 组 “47. 


边 形 , 下 文 将 会 明白 . 

我 们 现在 来 研究 高 斯 的 卓越 成 就 . 在 本 章 起 头 部 
分 , 我 们 指出 了 , 如 果 n 具有 形式 2" PP PP, 其 中 P = 
3, Pa = 5,7 = 0 或 1, 那么 希腊 人 能 作 正 n 边 形 . 在 
VILA 组 问题 中 , 曾 要 求 你 们 作 正 三 角形 , 但 不 作 正 5 
WÉ. 于 是 , 我 们 首先 回忆 希腊 数学 家 作 正 5 边 形 的 方 


希腊 数学 家 先 将 一 条 单位 线段 分 成 中 外 比 , 再 作 
JE 5 边 形 . P 分 AB 为 中 外 比 (如 图 14), 即 指 较 大 线 
段 z 是 整 条 线段 1 与 较 小 线段 (1 - z) 的 比例 中 项 ， 
1/z = 二 zx/(1 一 2), 或 有 +z 一 1 ==0. 为 了 证 明 这 个 比 怎样 
与 正 5 边 形 有 关 , 我 们 进行 如 下 . 

令 ZO 是 单位 圆 36° 的 圆心 角 (OE 10 边 形 一 边 所 对 
的 圆心 角 ), 则 Z4 = ZABO = 729. ^ BD 平 分 Z4BO. 


AB-—-BD-—-OD-z; AD-—1-za. 


因为 三 角形 的 角 平 分 线 分 对 边 为 2 条 线段 与 邻 边 
成 比例 , 1/z = z/(1 — 2), 并 且 分 OA 为 中 外 比 . 于 是 我 
们 有 z? +x- 1=0, x= (—1 + V8)/2. [为 什么 我 们 抛弃 
(-1- v8)/2?] 
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O 


因此 能 作 正 10 边 形 的 一 边 , 并 且 连 接 间 陋 的 顶点 
就 构成 一 个 正 5 边 形 . 


问题  VII-B 组 


1. 利用 上 述 方法 , 作 正 5 边 形 . 

2. 让 明 : 如 图 16, WR CD 平分 ZACB, 那么 
(AC/CB) = (AD/DB). 

[提示 : 经 过 A 作 一 直线 平行 于 CD, 令 这 条 直线 与 


问题 VII-B 组 : 49， 


BC 的 延长 线 相交 于 E. 然后 利用 定理 : 平行 于 三 角形 


一 边 的 直线 分 其 它 两 边 成 比例 .] 
E 
C 
A D B 
图 16 


希腊 数学 家 作 正 多 边 形 所 用 的 方法 不 能 普遍 化 , 反 
之 ,已 经 证 明 高 斯 的 方法 是 足够 普遍 的 , 使 我 们 能 叙述 
任 一 正 多 边 形 可 作 图 性 的 充分 必要 条 件 .我 们 首先 回忆 
并 推广 一 些 原 理 , 这 些 原 理 可 用 来 回答 立方 倍 积 三 等 分 
角 与 化 圆 为 方 的 问题 

我 们 已 指出 , 不 可 约 3 次 方程 (没有 有 理 概 的 3 次 
方程 ) 的 根 不 能 用 方程 系数 作 有 理 运 算 与 求 平方 根 表 
示 出 来 . 我 们 现在 将 推广 这 个 定理 . 如 有 果 在 含有 理 系 数 
的 多 项 式 方程 f(z) = 0 中 , f(z) 不 能 分 解 为 2 个 次 数 
等 于 或 大 于 1 的 有 理 多 项 式 因 式 , 那么 在 有 理 数 域 中 ， 
称 这 个 方程 是 不 可 约 的 . 于 是 能 证 明 , 只 有 当 交 是 2 
时 (4 是 非 负 整数 ), n 次 不 可 约 方程 的 根 才 能 由 方程 系 
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数 作 有 理 运 算 与 求实 平方 根 表 示 出 来 . 关于 这 个 定理 
的 证 明 , 读者 可 以 参考 F. 克 莱 因 (Klein) 等 人 的 《 初 
等 几何 的 著名 问题 》 (Famous Problems of Elementary 
Geometry) ®©. 因此 , 如 果 不 可 约 方程 的 系数 表示 已 知 线 
段 的 长 度 , 并 且 方 程 的 次 数 不 等 于 2^, 那么 不 能 用 直 尺 
与 圆规 作 方 程 的 根 . 


我 们 还 学 会 了 , 能 用 解 方程 xz* -1 = 0 来 求 1 的 
n 次 方 根 . 如 果 把 (z^ — 1) BREA (z — 1), 那么 得 znat + 
T7722 二 十 ZT 十 1. 方 程 zz 2 十 十 2 十 1=0 称 为 
割 圆 方程 , 除根 x = 1 以 外 , 它 的 根 与 2^ —1— 0 的 根 一 
TE. 并 且 1 的 nn 次 方 根 构成 一 个 群 ,能 按 以 下 序列 排列 : 
R, R?, RB,... R^ = 1, 其 中 R = cos(27/n) + isin(2n/n), 
并 且 R zX 1/R = cos(2r/n) — isin(2r/n). 最 后 , 1 的 
各 个 根 在 复 平面 内 作 图 时 将 把 单位 圆 分 成 ”条 相等 的 
弧 ， 因 此 我 们 可 以 断言 , 只 有 当 制 圆 方程 是 一 个 2 次 
不 可 约 方程 时 , 才能 作 正 n 边 形 . TIE n—1-2^3y 
n — 2^ 4 1. 


我 们 将 需要 的 另 一 个 定理 是 二 次 方程 的 根 与 系数 
之 间 关 系 的 推广 . 如 果 六 与 mm 是 z2+ 如 +c=0 的 
根 , ABA ri +r = —b 5 ri-ra = c 一般 地 可 以 证 明 , 如 


Ei 一 — 
A ri,72,73,… ,rn 是 方程 r^ baiz" | + agr? poo 


— Orat: 初等 几何 的 著名 问题 , 沈 一 兵 译 , 高 等 教育 出 版 社 , 2005 年 
7 月 出 版 . 


问题 VII-C 组 , 51 、 
an_17 + an = 0 的 根 , 那么 
TL 
3n = —70], 
i=1 


n 
X rirj=a (i<jĵĴ), 
i j=l 

TL 


` rirjrk 2 —a3 (i< j4i«k,j«k) 


T1T2::: Tn = (—1)" a4. 


Yo rir; 表示 任意 两 根 乘 积 构成 的 所 有 各 项 之 和 
问题  VII-C 组 


1. 如果 zaiz2+Taoz+aas = O BJIR ri, 72,73, HB 
么 我 们 可 以 把 方程 写成 (n — r1) (x — r2)(z —73) 2 0 BÉ 
x. 把 方程 左边 的 各 因 式 相 乘 , 证 明 
Tj 十 72 十 73 三 一 Q1， 
TiT2 十 7173 十 7273 = Q2, 
TiToT3 = —Q03. 
2. 对 方程 xt + ar? + az? + asz + a4 = 0, 重复 上 
题解 题 过 程 . 
我 们 现在 对 n 的 一 些 值 利用 高 斯 方法 . 为 了 研究 
作 下 5 边 形 的 可 能 性 ,我 们 用 n= 5, 并 令 R = cos(2n/5) 
isin(27/5). 
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因此 gR5—1-0,3£H (AX Rz 1) 
R5 —1 
R-1 
割 圆 方程 RE 十 RS 十 … 十 1 = 0 是 不 可 约 的 , 它 的 次 数 
具有 2^ 的 形式 . 能 作出 这 个 方程 的 根 , 我 们 现在 来 完 
WEBI. 
我 们 将 割 圆 方程 的 根 以 下 列 形式 配对 : 


1 
u-RrQ-REÉR 


一 cos 2". + isin 红 十 cos 27... isin 47. 
i 5 5 5 5 


= R^ - RS +R -R-1-—0. 


27 
= 2c08 v, 
p — Rz = R+ R? = 2007, 
因此 
Vy =R+R BR = -1, 
与 


y:y-BRB-RAMR4R? 2-1. 


y 与 y 满足 方程 六 十 yy 一 1 = 0 (为 什么 ?) 5 y = 
(—1 + V5)/2 (这 是 以 前 得 出 的 结果 ). (注意 , 因为 y = 
2cos(2x/5) 2 0, HTVA y1 = (-1+V5)/2, 并 且 因 为 yo = 
2cos(4r/5) < 0, 所 以 yo = (-1—4/5)/2.) 因此 , cos 27/5 = 
(—1+v5)/4, 能 作 正 5 边 形 (因为 当 旦 仅 当 能 作 ZA 时 ， 
才能 作 cos A). 我 们 进行 如 下 : 

在 半径 为 1 的 圆 内 , 作 2 条 垂直 直径 .以 COA 
的 中 点 ) 为 圆心 与 以 CB 为 半径 作 一 弧 与 OA 相交 于 


问题 VILD 组 . 53 . 


D. 于 是 ， 如果 sn 表示 正 n 边 形 的 一 边 , 那么 sio = 
OD,ss = BD. 注意 , 我 们 从 22 次 方程 开始 , 得 出 一 个 2 
次 方程 . 


(AN 
Iu» 


图 17 


问题 VII-D 组 


1. 证 明 y; 与 yo 满足 方程 六 二 y 一 1 = 0. 
2. 证 明 ss = BD. 提示 : 首先 证 明 OD = (-1+ 
V5)/2 = sio. 然后 证 明 , 在 单位 圆 内 中 = 1+ s7 或 


s5 = s6 Sio. 


我 们 现在 将 研究 n = 7 的 情形 . 希腊 人 与 他 们 以 
后 的 数学 家 试图 作 7 边 形 , 但 是 没有 成 功 ， 在 能 作 正 
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3,4,5,6,8,10 边 形 后 , INER THH. 为 什么 不 能 作 
正 7 边 形 或 正 9 边 形 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 从 1 的 
7 次 方 根 开 始 , R = cos(21/7) + isin(2n/7). TEREA 
R’ —1 
R-1 


以 上 割 圆 方程 导出 一 个 不 可 约 方程 . 因此 不 能 作 正 7 
边 形 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 将 根 配对 如 下 : 


= RË 4 RŠ + Rf + R+ RHR+1=0. 


1 2 
yı =R+ 5 = R+ R? = 2cos Z, 


1 
p=R +z =R +R, 
1 
ys = R? e = R + RÀ. 


FÆ yi + gays = R+ R? + R+ RÀ + R5 4 R8 — —1, 
类 似 地 , yiy2 + vis + vaya = (R? + R+ R6 + R4) + (R4 + 
R? + R? + R?) + CR? + R+ R6 + R2) = —2, y1 ya: ya = 1. 
因此 yi uos ys WE y? +y? — 2y — 1 — 0. 

这 个 3 次 方程 仅 有 的 有 理 根 是 整数 , 它 是 1 的 因 
数 . 但 是 +1 与 -1 两 者 都 不 是 这 个 方程 的 根 . 因此 这 
个 方程 是 不 可 约 的 3 次 方程 , 不 能 作出 它 的 根 . 于 是 不 
能 作 = 2|cos(2x/)], 也 就 不 能 作出 正 7 边 形 . 

正如 阿 基 米 德 叙 述 用 圆规 与 其 上 有 两 个 标记 的 直 
尺 三 等 分 角 的 方法 一 样 , 他 也 纵 出 了 用 相同 工具 作 7 
边 形 的 最 巧妙 方法 . 可 以 在 阿 斯 格 尔 . PI (Asger 
Aaboe) 的 《十 代数 学 史 中 的 事件 》(Episodes from the 


问题  VII-D 组 “ 55. 


Early History of Mathematics) 中 找到 阿 基 米 德 7 边 形 作 
对 于 n = 9 的 情形 , 割 圆 方程 变 成 x5 十 x? 十 … 十 
z 十 1 二 0. 因为 方程 的 次 数 是 25. 所 以 似乎 我 们 能 作 它 
的 根 , 于 是 能 作 正 9 边 形 . 
但 是 79 一 1 不 但 可 被 zx-1 整除 ， 而 且 可 被 z3 —1 
2Z3 一 1 
除了 1 的 立方 根 外 ,方程 + 加 +1=0 有 与 友 -1=0 
一 样 的 根 . 因此 , 如 果 R= cos(2r/9) + isin(27/9), 那么 
方程 39-231 = 0 的 根 是 R, R’, Rt, RŠ, R? H R. 
R3, RÊ, R? — 1 $Æ a2 —1 — O 的 根 , 因为 (R3)3 = R9 = 
1, (FE6)3 = R18 = 1. 我 们 对 方程 zê ea? +1 — 0 的 根 作 
下 列 配对 : 


= q9 4 a? 4 1. 


1 
y=R+R"=R+7 
2" igi 2r n cos 27 .. 2m 2 27 
一 — — — —isin— | = 2cos — 
cos 5 isin -g 9 isl 9 g^ 
1 
p=R +R =R + 


1 
ys = Rt + R? = RÝ RR 


= | COS g 7 81h 9 COS 9 7 S11 9 


8r 


= 2 cos —. 
cos 0 


-56> 第 VILE 正 多 边 形 的 作 图 问题 


FE quy ga = R+ R+ Rt + RÖ +R +R, 这 表 
ZN 26 十 3 十 1 二 0 的 各 根 之 和 . PRG ui +y +y — —a, 
其 中 a Æ r 的 系数 ; 并 且 yi +y +y = 0. 类 似 地 ， 
Y1Y2 T ys + Y2Y3 = —3, V1Yy2Y3 = — 1. 

因此 ui, y2: ya 是 方程 y3 — 3y +1 = 0 的 根 . 

因为 +1 与 -1 都 不 是 内 -3y+1=0 的 根 , 所 以 这 
个 方程 是 不 可 约 3 次 方程 , 不 能 作出 它 的 根 . 因此 , 不 
能 用 直 尺 与 圆规 作出 正 9 边 形 . 


问题 VII-E 组 


1. 证 明 R 与 R6 是 方程 x?? +z+T1=0 的 根 , 求 
R? + RS W. 

2. 利用 上 题 的 信息 , 证 明 

(a) yiya + viva + yoys = —3. 

(b) y19293 = —1. 

3. E V-A 组 问题 第 2 题 中 , 要 求 你 确定 能 不 能 三 
等 分 1209 角 . 这 个 问题 引导 出 与 作 正 9 边 形 的 相同 方 
FE (y? — 3y +1 = 0). 从 几何 角度 证 明 这 2 个 问题 是 等 
价 的 . 


我 们 现在 回 到 以 前 提出 的 一 个 问题 .虽然 割 圆 方程 
十 zx? 十.… 十 1 = 二 0 的 次 数 是 22, 但 是 我 们 不 能 作出 
这 个 方程 的 所 有 根 . 我 们 现在 看 到 , 这 是 由 于 这 个 方程 
是 可 约 的 . 由 对 作 正 9 边 形 问 题 的 分 析 , 我 们 看 出 a + 
r + +1 二 (7Z2 十 ZX 十 1)(z6 十 十 1). 于 是 割 圆 方程 在 什 
么 条 件 下 是 不 可 约 的 , 在 什么 条 件 下 是 可 约 的 , 就 成 为 


问题 VILE 组 (ofc 


一 个 重要 问题 . 如 果 我 们 研究 到 目前 为 止 所 考虑 的 这 2 
种 情形 , EP n RA 2^ +1 的 形式 (n= 5,n = 9), 那么 
我 们 注意 到 , 25 ”是 素数 时 , 作 图 是 可 能 的 , 24 ”是 合 
数 时 , 作 图 是 不 可 能 的 . 事实 上 可 以 证 明 , 25 n 具有 形 
式 2+1 H n ERAH, 割 圆 方程 是 2 次 的 且 不 可 约 ， 
能 把 单位 圆 ”等 分 ; 但 是 , 反之 , 如 果 n 具有 形式 2* -1 
H. ”不 是 素数 , 那么 割 圆 方程 是 可 约 的 , 不 能 用 直 尺 与 
圆规 把 单位 圆 n 等 分 . 

在 证 明了 “如 果 2^--1 (h 是 非 负 整数 ) 是 一 个 素 
数 , 那么 = 27 (其 中 m 是非 负 整数 )” 之后, 我 们 能 更 
前 进一步 . 因为 , 如 果 hkh 有 大 于 1 的 奇 因 数 , 并 且 h fE 
写成 rs 的 形式 , 其 中 7 与 s 是 正 整 数 ,s 是 大 于 1 的 奇 
数 , 那么 2+1 = (2")s 十 1. WEH s 是 奇数 时 ，as 十 芒 
能 因 式 分 解 : 


as 十 b 一 (a 十 b)(a* 1 — a5 ?b 4- a$ 3? 一 .十 pl. 
于 是 


a? + b? = (a + b)(a? — ab -- b°), 
(27)5 +1= (2 十 1)(2r(670 u or(s-2) 十 or(s—3) 一 ,十 1). 


因为 7 与 s 是 正 整数 , s > 2, 所 以 2+1 将 有 2 个 因 
数 , 每 个 都 大 于 1, 这 与 假设 2* + 1 是 素数 矛盾 ; 因此 ， 
如 果 2^ +1 是 一 个 素数 , 那么 它 有 27" + 1 的 形式 , 其 
中 m 是 一 个 非 负 整数 . 

数 22”+1 在 数学 史 中 多 次 出 现 过 . 它 称 为 “ 费 马 * 
数 , 以 第 一 流 的 法 国 数学 家 P. 费 马 (1601 一 1665) 的 名 字 
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命名 . 欧 儿 里 得 给 出 了 素数 有 无 限 多 个 的 巧妙 证 明 . 从 
那 时 起 , 数学 家 努力 寻找 一 个 总 是 能 给 出 素数 的 公式 ， 
虽然 不 是 一 切 素 数 . 

费 马 曾 猜想 , 形 如 22^ +1 的 数 是 一 个 素数 . 虽然 他 
相信 这 个 命题 成 立 , 但 是 他 指出 , 他 不 能 证 明 它 . 事实 
E, m= 0,1,2,3,4 i, 22” +1 4r 3,5, 17, 257, 65537 
(其 中 每 个 数 都 是 素数 )， 但 是 欧 拉 证 明了 22 +1 能 
因数 分 解 . 可 用 下 列 方法 证 明 641 是 2? + 1 的 因数 : 
641 = 5-27 +1, 所 以 641 整除 (5.27 -1)(5.27—1) = 
52.214 —1, 641 整除 (52.214 一 1)(52.214 十 1) = 54.228 一 1. 
但 是 641 = 54 + 24, 所 以 641 也 整除 54. 228 + 232. 因此 
641 整除 (55.228 + 232) — (54 . 228 — 1) = 282 + 1. 


问题 VIF 组 


用 实际 做 除法 证 明 641 是 22 +1 的 因数 . 


总 结 一 下 , 我 们 现在 可 以 叙述 , 如 果 n 是 一 个 形 如 
22” 11 的 素数 , 那么 能 作 正 n AÉ. 我 们 已 经 证 明了 , 对 
m —0 5 m — 1 怎样 作 正 多 边 形 ,对 于 m=2,2? +1= 
17. 在 欧 几 里 得 与 高 斯 之 间 的 2000 年 中 , 从 来 没有 人 猜 
想 过 能 作 正 17 边 形 . 我 们 现在 可 以 看 出 , 为 什么 高 斯 
要 求 把 雕像 底座 做 成 正 17 边 形 的 形式 . 

我 们 现在 将 叙述 高 斯 作 正 17 边 形 所 用 方法 的 梗 
概 . 割 圆 方程 是 R! + R55 十.… 十 十 1 = 0. 为 了 求 这 
个 方程 的 各 个 根 , 我 们 先 求 出 一 个 整数 g, 使 得 所 有 的 
根 能 依次 排列 为 R, R9, RE^ ,..., HP RÆ 1 89 17 次 元 


问题  VII-G 组 . 59. 


TR. 如 果 对 于 一 切 整 数 e «n, RE Z L.R^ — 1, HEAR Æ 
1 的 n IXzuff. 


问题 VII-G 组 


1. 证明 g = 2 不 能 给 出 RIS + RP t -R-0HJ 
所 有 根 : R, R2,-.. , RIS. 
2. 证 明 g = 3 按 以 下 次 序 给 出 所 有 根 : 
R R? R? R? R13 B R! Ri 
R6. RA RB R&". Ri RO. p? R$. 
我 们 在 本 组 问题 第 2 题 的 根 序列 中 选 出 交错 的 项 ， 
得 出 
y; = R+ R? + RP + RP? + RI + RÈ + R* +R, 
yo = R? + RÜ + R + gH + R + R? + RP + nS, 
yı + y» = —1 
与 
uy = —4. 
yi 与 y lE 38 y? y -4 — 0. RITE y 中 取 交 错 的 
项 
z = R + RP + R + gf, 29 = R? + RP + R8 + R?, 


在 y 中 取 交 错 的 项 


wi = R? + R? + R + R”, w = R? + RH! + R* + R6, 
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zı + 29 = yj, W1 Ww = Y2, 


21 .22 — —1, wi: w = — 1 


5 


z^—412—120, w- yw-1l=0. 
最 后 在 za 中 取 交 错 的 项 


vi = R+ RI, v= RP? 4 Rf. 


vl 十 US = Z]l; 


V1 * V2 = WU. 


并 且 


U1, U2 满足 v? — zv + uw, = 0, 
R, RÊ WE r? -—-vur+1=0. 


因此 , 我 们 能 由 解 一 系列 二 次 方程 求 出 R. 


但 是 , R 有 16 个 可 能 值 ,因为 有 1 的 16 个 17 次 元 
TR. 我 们 将 有 R= cos(2r/17) -isin(21/17). 于 是 1/R = 
cos(27/17)—isin(2n/17),v = R4-1/k = 2cos(2n/17), v2 = 
R* + 1/ R^ = 2cos(81/17). AX 27/17 与 87/17 两 者 均 
小 于 1/2, 并 且 在 第 一 象限 内 , 一 角 的 余弦 值 随 着 角度 


数 的 增加 而 减少 , 所 以 我 们 看 出 


21 > Wo » D. 因此 £j = v1 -F vs. >Q. 


问题 VIG 组 


类 似 地 
_ R? RS 1 
101 = tg 十 t ps 
6T 107 
—2c08 77 + 2cos 了 7 
67 Tm 
一 2 C08 7, — 2 cos i7 
因为 
6T TT \ 
> eem. 所 以 w > 0. 
并 且 


107r 127 


6 
= 2 cos 5. + 2 cos — + 2 cos — + 2 cos 


17 17 17 


y 中 只 有 第 一 项 是 正 项 , 并 且 


因此 yo <0. 
因为 = —4, PTE yi > 0. 
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因此 , 我 们 现在 求 出 下 列 各 值 : 


n=; (Vi7-1), 


w - 5 (-Vit-1), 


-1 xl 1 
1 | 1 
wi = 992 t 1+ "i 


TUBAE RAE RR, 能 作 这 4 条 线段 , 并 能 作 方 程 v? — mo 
wi — 0 的 根 . 因为 较 大 的 根 vi = 2cos(2x/17), 所 以 能 作 
正 17 边 形 . 


图 18 


作 正 17 边 形 的 一 个 方法 如 下 : 在 单位 圆 内 作 2 条 
垂直 直径 AB 与 CD. 今 4 与 D 处 的 两 切线 相交 于 S. 


问题 VII-G 组 "63: 


把 AS 4 等 分 , 令 AE = LAS. SIA E WELGA OE 为 
半径 的 圆 与 AS 相交 于 F 与 F. 令 以 下 为 圆心 与 FO 
为 半径 的 圆 与 AS 相交 于 五 (在 F'F BAN, 以 F 为 
圆心 与 F'O 为 半径 的 圆 与 48 相交 于 mH (E F 5 F 
之 间 ). 于 是 我 们 证 明了 AH =% 与 AH' =w. 

最 后 利用 第 工 章 所 述 的 2 次 方程 的 根 的 作法 , 我 们 
能 作 v? — ziv +w = 0 的 较 大 根 v. 作 一 圆 , 使 其 直径 
BD 是 连接 点 B(0,1) 与 D(zj,wi) 而 成 . 于 是 圆 与 x 轴 
的 交点 G 与 下 的 横 坐 标 , 将 是 v? — ziv 十 wi = 0 的 根 ， 
vi = 2cos(2n/17) = OF. 

[对 这 个 作 图 所 采用 的 一 切 坐 标 系 , 一 定 要 利用 相 
同 的 单位 .] 


最 后 我 们 来 作 正 17 边 形 的 一 边 : 在 xz 轴 上 标 出 
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OF =v. ^ M 是 OF 的 中 点 . 作 MPLOF. M| AP T 
IE 17 边 形 的 一 边 . 


问题 VILH 组 


1. 由 解 适当 的 二 次 方程 , 证 明 


的 (n— 
个 根 , 这 


问题 VILH 组 “65 ， 


2. 利用 图 18 证 明 


(a) OE — E/T, 
1 1 1 
AF = -VIT - -= - 
1 1 
(c) AF' = zy! T+ E= iyn, 


| 1 | 1 
= lc Wb OF = L+ 792 
1 1 
(e) AH = glo uw Sa 


1 ] 
(f) AH' = V2 十 4/ 1 十 19 = w1. 


3. 利用 图 19 证 明 OF = w = 2cos(27/17). 
4. 利用 图 20 EH] ZMOP = 27/17. 

5. 从 单位 圆 开始 , 作 

(a) z; 5j wn. 

(b) vi 

(c) AT MERA. 

(d) IE 17 边 形 . 


这 个 作法 可 以 推广 如 下 : 

如 果 是 一 个 形 如 22”+1 或 22+1 的 素数 ,那么 1 
1) A n VK HEAR BE AR TRA, 每 个 集合 有 2^1 
文 2 个 集合 又 分 成 2 个 集合 , 每 个 集合 有 2^7? 个 
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JR, 等 等 , 一 直 我 们 得 到 各 对 R, 1/R; R2,1/ R2 等 . 于 是 
我 们 将 有 一 系列 2 次 方程 , 其 中 任 一 方程 的 系数 只 依赖 
于 这 系列 方程 中 的 前 一 个 方程 的 根 . 因此 z^ = 1 的 根 
能 用 有 限 次 有 理 运 算 与 求实 平方 根 而 求 出 , WR ”是 
一 个 形 如 27" - 1 的 素数 , 那么 能 作 正 n WÉ. 

我 们 现在 可 以 叙述 一 个 公式 , 它 将 正确 地 告诉 我 
们 , 能 作 怎 样 的 正 多 边 形 ， 正 n AETHER, 当 且 仅 
Mon 是 形 如 2 pt «py. 的 数 , 其 中 s 是 非 负 整 数 ， 
pp, 是 形 如 27" 1 的 不 同和 素数, 并 且 每 个 r = 0 
或 1. 


问题 VI 组 


JEAX n < 100 的 能 作 图 的 24 个 正 多 边 形 列表 . 

还 有 一 个 未 解决 的 问题 一 一 对 m 的 怎样 的 值 ， 
227" - 1 是 素数 ? 我 们 知道 , 对 于 m = 0,1,2,3,4, 费 
马 数 是 素数 , EXE, 我 们 作 了 正 3,5,17 XUÉ. 对 于 
m = 3,n = 257, 并 且 对 于 m = 4,n = 65537, 还 完成 了 分 
析 . 发 表 在 《 现代 数学 课题 专 论 》(Monographson Topics 
of Modern Mathematics) 中 的 尺 规 作 图 讨论 文章 中 ， L. 
E. HILAR (Dickson) JH Hi “ 利 霍 洛 (Richelot) TE ( w 
尔 数 学 杂志 》( Crelle’s Journal für Mathematik, 1832) 上 
发 表 的 长 篇 论文 , 阿 福 尔 特 (Affolter) 与 帕斯卡 (Pascal) 
在 (Rindicinti della R. Accademia di Napoli, 1887) 上 发 
表 的 几何 方面 论文 相当 详细 地 讨论 了 正 257 边 形 . 

WET (Hermes) TE 《 哥 廷 根 新 闻 》 (Gottingen 
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Nachridten, 1894) 上 讨论 了 正 216 + 1 = 65537 YDE ^ 

在 1961 年 4 月 出 版 的 《科学 美国 人 》(Scientific 
American) 林 志 中 ， 马丁 .加 德 纳 (Martin Gardner) 4x 
述 了 H. M. S. 考 克 斯 特 (Coxeter) 在 最 近 出 版 的 书 《 几 
何 学 引 论 》 (An Introduction to Geometry) 中 讨论 过 的 
一 些 题目 . 加 德 纳 援 引 考 殉 斯 特 的 内 容 大 意 是 , 在 哥 廷 
TR. (Göttingen) 大 学 有 一 大 箱 手稿 , 该 手稿 指出 怎样 作 
下 65537 边 形 . 加 德 纳 还 写 道 :“ 只 有 对 一 类 称 为 费 马 数 
的 特殊 素数 , 即 能 表示 为 27^ +1 的 素数 , 才能 以 古典 的 
形式 作出 具有 素数 边 的 多 边 形 . 只 知道 5 个 这 样 的 素 
数 一 一 3,5,17, 257, 65537. 考 克 斯 特 告诉 我 们 , 成 功 地 作 
出 正 65537 边 形 的 那个 苦行 僧 在 这 个 问题 上 花费 了 10 
年 时 间 .” 

正如 欧 拉 所 证 明 , 当 m = 5 时 , 22”+ 1 有 因数 641. 
迪克 森 指出 , 对 于 n= 6,7,8,9,22 +1 不 是 素数 . 对 于 下 
一 种 情形 ”= 10, 还 没有 确定 这 个 费 马 数 是 不 是 素数 . 
一 个 非常 好 的 结果 是 , 只 有 对 于 mm < 5 的 值 , 22”+1 才 
是 素数 . 在 这 种 情形 下 , 能 指出 怎样 的 多 边 形 是 可 作 图 


的 一 个 公式 是 
n=2 pt p7 ps 0 或 1 ^p 
p2 =5,p3=17,p4=257， 与 ps = 65537. 


但 是 , 还 没有 证 明 , 对 于 m > 5,27" +1 是 合 数 ; 在 这 个 
问题 得 到 解答 之 前 , 我 们 还 不 能 说 作 正 多 边 形 的 问题 完 
全 解决 了 . 

迪克 和 森 以 下 文 来 结束 他 的 关于 “RAER KWE 
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X: “高 斯 在 人 《算术 研究 》 (Desquisitione Arithmeticae) 
中 最 早 给 出 正 p 边 形 在 几何 上 内 接 一 圆 的 证 明 , 其 中 p 
是 形 如 2^ -- 1 的 素数 , 马赫 (Mach) 把 《算术 研究 》 译 成 
德 文 . [ 注 : 高 斯 虽然 是 德国 人 , 但 是 用 拉丁 文 写作 , 正如 
他 的 前 辈 牛 顿 与 欧 拉 一 样 .] 在 马赫 语 《 算术 研究 》 的 第 
447 页 上 , 高 斯 指出 , WR 包含 不 具有 2*+1 形式 的 奇 
素 因 数 , 或 者 包含 素数 2^1 的 平方 ,那么 正 n 边 形 不 内 
接 一 圆 , 但 是 没有 看 到 高 斯 对 此 给 出 证 明 .” 因此 高 斯 
似乎 建立 了 能 作 正 n 边 形 的 充分 条 件 n= 29 -pt-p5- 
其 中 pi, py, 是 形 如 22”+1 的 不 同 素数 . 但 是 没有 根 
据 证 明 , 这 个 条 件 是 能 作 正 多 边 形 的 必要 条 件 . 


问题 VII-J 组 


1. 数 22” 十 1 有 多 少 位 数字 ? [提示 : 利用 logio 2 = 
0.301.| 

2. WR n 是 一 个 能 用 直 尺 与 圆规 作 图 的 角 的 度数 ， 
FH n 是 一 个 整数 ， 证 明 交 > 3. 


用 百 矿 与 圆规 作 图 的 历史 十 分 清楚 地 表明 , 初等 数 
学 各 分 文 (代数 学 , 几何 学 , 三 角 学 与 分 析 ) 是 紧密 联系 
的 .数学 中 的 数 系 的 发 展 进程 就 像 把 统一 的 情节 贯穿 
到 整 部 小 说 中 一 样 ， 尼 文 (Niven) 在 《有 理 数 与 无 理 
数 ? (Numbers: Rational and Irrational) 中 的 图 很 巧妙 地 
总 结 了 这 种 情况 ( 见 图 21). 

当天 是 非 负 整数 时 , 2^ 次 不 可 约 方程 的 根 是 可 作 
图 的 数 . 可 作 图 的 数 包括 能 用 有 理 运 算 与 求实 平方 根 
表示 的 一 切 数 . 但 是 虚数 在 解 正 多 边 形 作 图 问题 中 起 
了 重要 的 作用 . 

任意 一 实数 可 以 表示 为 无 限 小 数 . 如 果 可 作 图 的 
数 是 有 理 数 , 那么 它 可 以 表示 为 循环 小 数 . 注意 到 以 
下 一 点 是 有 趣 的 , 如 果 可 作 图 的 数 是 一 个 二 次 无 理 数 


-70> 第 VIII 章 最 后 的 评述 


可 用 直 尺 与 圆规 作 图 的 数 
有 理 数 
整数 


自然 数 


图 21 


( 即 形 如 (P 土 VD)/Q 的 数 , 其 中 P,Q, D 是 整数 , Q 7 
0, D > 0 且 不 是 一 个 完全 平方 数 ), 那么 这 个 数 还 有 循 
环 展 开 式 , 不 是 小 数 展开 式 , 当然 是 连 分 数 展开 式 . du 
HBHH (Lagrange) 在 1770 年 证 明了 下 列 定 理 :“ 任 一 个 
二 次 无 理 数 都 有 一 个 连 分 数 展开 式 , 它 从 某 一 点 起 向 前 
循环 .”( 见 欧 尔 德 斯 的 《 连 分 数 》). 反之 , 任 一 无 限 循 环 
小 数 可 以 表示 为 有 理 数 , 并 且 任 一 无 限 循环 连 分 数 可 
以 表示 为 二 次 无 理 数 . 因此 在 可 作 图 性 与 周期 性 之 间 
有 密切 的 联系 . 

许多 人 有 一 个 错误 的 观点 , 即 在 数学 家 指出 某 个 作 
图 (例如 3 等 分 60° f8) 是 不 可 能 时 , 就 断定 这 个 问题 
还 没有 找到 解答 , 所 以 “3 等 分 角 ” 与 “化 圆 为 方 ”的 问 
题 仍 然 存 在 . 但 是 我 们 知道 他 们 的 努力 是 徒劳 的 , 因为 
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证 明 一 种 作 图 的 不 可 能 性 正 像 证 明 作 图 是 可 能 的 ,然后 
提出 作法 一 样 都 是 一 种 结论 . 

当 发 现 所 寻求 的 结果 是 不 可 能 时 ,数学 史 中 就 有 男 
外 一 些 机 会 . 高 斯 证 明了 每 个 多 项 式 方程 有 复数 根 . 古 
代 的 数学 家 能 解 一 次 方程 与 二 次 方程 . 事实 是 , 求 这 些 
方程 的 根 的 公式 , 是 用 对 系数 的 有 理 运 算 与 求 平方 根 
表示 的 . 因此 解 一 次 方程 cz +b = c(a z 0) 的 公式 是 
x= (c— b)/a, fft 2 次 方程 ax? + bx -- c 2 0(a 4 0) 的 公 
式 是 

MEL vb? ~ 4ac | 
2a 

直到 16 世纪 , 在 一 些 意 大 利 数 学 家 卡尔 丹 (Cardan), 塔 
塔 格 利 亚 (Tartaglia) 与 费 拉 利 (Ferrali) 得 出 解 3 次 方 
程 与 4 次 方程 的 公式 时 , 情况 就 是 这 样 ， 这 些 公 式 只 
包括 有 理 运 算 与 求 方 根 (对 3 次 方程 求 立方 根 ,对 4 次 
方程 求 4 次 方 根 ). 因此 我 们 说 1 一 4 次 方程 能 “用 根 式 

这 就 促使 数学 家 寻找 一 个 公式 , 能 给 出 任 一 5 次 
方程 的 根 . 只 是 自然 地 希望 , 公式 将 包括 有 理 运 算 与 求 
5 次 方 根 . 但 是 求 这 种 解法 的 一 切 努 力 都 失败 了 . 最 后 ， 
挪威 数学 家 阿 贝尔 (Abel) (1802—1829) 证 明了 , 5 次 方 
程 不 能 用 根 式 解 . 此 后 不 久 , 法 国 数学 家 伽 罗 瓦 (Galois) 
证 明了 下 列 一 般 定 理 : n 2 5 次 的 代数 方程 不 能 用 根 式 
fi. 在 证 明 这 个 定理 的 过 程 中 , 伽 罗 瓦 发 展 了 变换 群 理 
论 , 该 理论 构成 了 现代 代数 学 的 重要 部 分 . 

希腊 数学 家 也 已 经 确定 了 一 些 (涉及 数 系 的 )“ 作 
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图 ”的 不 可 能 性 . 欧 几 里 得 证 明了 不 能 有 一 个 最 大 素 
数 , 即 已 知 一 个 素数 , 则 存在 一 个 较 大 素数 . 希腊 人 还 
证 明了 , 正方 形 的 对 角 线 与 边 的 比 (V2) 不 能 写成 a/b 
的 形式 , 其 中 a 与 5 是 整数 . 为 了 证 明 圆 周 长 与 其 直径 
的 比 (x) 不 能 写成 a/b 的 形式 花费 了 数 千 年 的 时 间 . 

为 了 说 明 “未 解决 的 问题 与 有 上 述 形式 解 的 问题 
之 加 的 区 别 , 我 们 将 考虑 一 些 未 解决 问题 的 例子 , 我 们 
已 经 遇 到 一 个 未 解决 问题 , 即 : 当 hh > 4 时 , 有 没有 形 
如 22 +1 的 任何 素数 ? 另 一 个 未 解决 的 问题 是 哥 德 巴 
赫 (Goldboch) 猜想 一 一 每 一 个 大 于 2 的 偶数 是 2 个 
素数 之 和 (1 不 认为 是 系数 , 因此 限制 “大 于 27). 哥 德 
巴赫 在 1742 年 给 欧 拉 的 信 中 提出 了 这 个 问题 . 欧 拉 不 
能 给 出 解答 , 甚至 时 至 今日 , 这 个 问题 还 没有 一 个 完全 
的 解答 中 . 

最 著名 的 未 解决 问题 之 一 称 为 费 马 大 定理 , 它 能 
用 初等 概念 表示 .这 个 定理 是 指 : 不 存在 任何 正 整数 
z,y,z, 使 得 x? 二 yr 一 z^, 其 中 nn 是 大 于 2 的 整数 . 当 
然 , 如 果 = 2, 那么 c? y? — z? 有 很 多 整数 解 , 例如 
r—3,y—4,2—5Xz—5,y—12,z = 13. 但 是 对 于 
n = 3, 不 能 求 出 z^ +y — z^ 的 整数 解 .《 匈牙利 问题 
集 II) (Hungarian Problem Book II) (p. 31) 在 讨论 这 个 
问题 的 求解 时 , 作 下 列 注解 : “已 知 命题 对 n < 2003 成 


©1966 年 , 中 国 数学 家 陈景润 证 明了 : 大 偶数 表示 为 一 个 素数 及 一 个 
不 超过 2 个 素数 的 乘积 之 和 . 这 个 结果 在 世界 数学 界 引 起 了 胡 动 , 被 公 
认为 是 对 哥 德 巴赫 猜想 的 重大 贡献 , 是 第 法 理论 光辉 的 顶点 , 被 国际 数学 
界 称 为 陈 氏 定理 . 译 者 注 . 
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立 , 在 1961 年 对 一 切 小 于 4002 的 素 指数 成 立 . 尽管 经 
过 许多 著名 数学 家 的 努力 ,但 是 费 马 猜想 至 今 没有 找到 
WEH.” O 

费 马 坚持 认为 , 他 有 这 个 猜想 的 最 出 色 的 证 明 , 但 
是 在 他 读 的 书 [希腊 数学 家 于 番 图 (Diophantus) 的 数论 
书 ] 书页 边缘 空白 太 小 , 不 能 写 出 这 个 证 明 . 费 马 的 “证 
明 ” 从 未 找到 , 数学 家 至 今 不 能 提供 任何 证 明 , 尽管 利 
用 了 比 费 马 的 处 理 方法 更 加 现代 与 强 有 力 的 方法 . 可 
能 是 这 样 的 : 费 马 有 一 个 数学 家 可 以 承认 的 证 明 , 或 者 
说 在 费 马 的 证 明 中 也 许 有 缺陷 . 有 这 样 的 例子 , 著名 数 
学 家 给 出 的 证 明 后 来 被 发 现 有 缺点. 关于 费 马 是 否 有 
费 马 大 定理 的 证 明 还 是 一 个 未 解决 的 问题 . 

未 解决 的 问题 与 有 了 人 解 但 其 解 表 明 某 个 “ 作 图 ”是 
不 可 能 的 这 类 的 问题 之 间 的 区 别 是 明显 的 . 还 有 一 个 
别 的 因素 要 考虑 . 库 尔 特 . WIR (Kurt Gödel) 1931 
年 证 明了 ,在 任何 一 个 数学 体系 中 , 可 能 有 这 样 的 命题 ， 
它们 的 正确 性 不 能 确定 . 也 许 费 马 大 定理 就 是 这 样 一 
Afi e 

在 试图 求解 问题 时 , 人 们 还 应 考虑 各 种 可 能 性 . 我 
们 能 证 明 解 存在 , 并 实际 地 给 出 解答 ; 我 们 能 证 明 没 有 
解 ,或 者 人 们 根据 提供 参考 框 染 的 数学 体系 中 的 公理 证 
明 这 个 命题 是 不 可 判定 的 . 

OH 20 HER, 英国 数学 家 安德鲁 . 怀 尔 斯 (Andew Wiles) 用 7 4E 

时 间 进 行 研究 , 最 终 证 明了 费 马 大 定理 . 他 的 证 明 动 用 了 现代 数学 的 许 


多 最 为 深刻 的 结果 与 方法 .1998 年 他 因而 荣获 了 有 数学 诺 贝 尔 奖 之 称 的 
菲 尔 兹 特别 荣誉 奖 .1996 年 他 还 荣获 了 沃 尔 夫 奖 , 一 一 译 者 注 . 
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1963 年 12 月 纽约 时 报 (The New York Times) 发 表 
的 一 篇 文章 说 明了 最 后 这 种 可 能 性 ， 自 然 数 的 个 数 是 
无 限 的 . 有 理 数 的 个 数 也 是 无 限 的 . 因为 有 理 数 集 能 与 
日 然 数 集成 1 一 1 对 应 , 所 以 我 们 说 这 2 个 集合 有 相同 
的 基数 . 能 与 自然 数 集成 1 一 1 对 应 的 任 一 无 限 数 集 称 
为 可 数 集 或 可 列 集 . 我 们 用 a 表示 这 样 的 数 集 的 基数 . 
康 托 尔 证 明了 , 实数 (有 理 数 与 无 理 数 ) 集 的 基数 大 于 
a. 我 们 称 这 个 基数 为 B. 在 集合 论 中 有 一 个 未 解决 的 问 
题 :“ 有 没有 任 一 大 于 o 且 小 于 8 的 超 限 数 ” 纽约 时 
报 的 文章 叙述 斯 坦 福 (Stanford) 大 学 数学 家 泡 尔 丁 . 科 
恩 (Paul J. Cohen) 的 研究, 他 证 明 了, 根据 集合 论 的 公 
H, 大 于 o 且 小 于 8 的 数 的 存在 问题 是 不 可 判定 的 . 科 
扰 教 授 的 成 就 还 发 表 在 1964 年 1 月 出 版 的 《科学 美国 
A3329& E (Scientific American) (科学 与 公民 ). 

意大利 数学 家 马 斯 弛 鸭 尼 (Mascheroni) 在 18 世纪 
能 证 明了 一 个 惊人 的 事实 : 任 一 能 用 无 刻度 的 直 尺 与 
圆规 的 作 图 也 能 只 用 圆规 作 图 . 当然 , 我 们 不 能 只 用 
规 作 直 线 , 但 是 我 们 能 说 , 当 位 于 要 作 的 那 条 直线 上 的 
2 个 点 可 以 作 图 时 , 那 条 直线 是 确定 的 . 因此 只 用 2 把 
圆规 就 能 把 圆 17 等 分 . 这 样 的 作 图 称 为 马 斯 凯 罗 尼 作 
K. 

当然 , 不 是 所 有 能 作 的 图 可 以 只 用 直 尺 来 完成 , 因 
为 利用 直 尺 只 能 使 我 们 完成 依据 有 理 运 算 的 作 图 . 求 
平方 根 要 求 两 加 相交 或 直线 与 圆 相交 , 因为 求 平方 根 
蕴含 2 次 方程 ; 我 们 已 经 看 出 了 , TE 2 次 方程 的 根 用 到 
ER]. 因此 最 惊人 的 是 , 如 果 我 们 容许 利用 一 个 有 辣 定 圆 
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心 与 半径 的 圆 , 那么 所 有 能 用 直 尺 与 圆规 作 的 图 , 也 只 
要 用 一 把 直 尺 就 能 完成 . 

为 了 理解 雅 可 布 - 施 泰 纳 (Jacob Steiner) 在 19 H 
纪 证 明 的 这 个 结果 有 多 么 惊人 , 我 们 回忆 以 前 求 55 的 
作 图 , 其 中 。b 是 已 知 线段 . 在 用 通常 方法 作 图 时 , 这 个 
简单 的 作 图 用 到 2 个 独立 的 圆 ， 只 用 直 尺 作 图 则 需要 
利用 射影 几何 学 定理 . 有 兴趣 的 读者 可 以 在 《化 圆 为 方 
与 其 它 专 论 ) (Squaring the Circle and other Monographs) 
一 书 中 希 尔 达 . P. 胡 德 松 (Hilda P. Hudson) 的 文章 《 直 
尺 与 圆规 》(Ruler and Compasses) 中 找到 直 尺 作 图 的 讨 


ie. 


图 22 


76 - 第 VIII € ”最 后 的 评述 


问题 VII-A 组 


学 生 们 经 背 向 他 们 的 几何 老师 说 明 下 列 3 等 分 角 
的 方法 : 在 已 知 ZA 的 两 边 截 取 相 等 的 线段 AB 与 AC. 
再 把 线段 BC 3 等 分 . 然后 作 AD 5j AE, 这 就 3 等 分 
ZA. 

证 明 AD 与 AE 不 能 3 等 分 ZA. 

我 希望 这 个 简单 的 讨论 已 经 回 读 者 说 明 , 为 什么 把 
“化 圆 为 方 与 三 等 分 角 ” 问 题 的 求解 认为 是 具有 “深刻 
的 见解 ” 与 “对 人 类 知识 的 巨大 贡献 "; 为 什么 解 这 些 看 
上 去 简单 的 问题 需要 几 个 世纪 的 “大 量 脑力 劳动 *; 为 了 
解决 这 些 问 题 要 发 展 什 么 新 数学 . 


建议 进一步 阅读 的 图 书 


Son 


Men of Mathematics—E. T. Bell 

Development of Mathematics-—-E. T. Bell 

What is Mathematics?— Courant and Robbins 

New First Course in Theory of Equations—L. E. Dick- 


History of Mathematics (2 Vol.)-— D. E. Smith 

New Mathematical Library 
Volume I— Numbers, Rational and Irrational-—I. Niven 
Volume VI—- Lore of Large Numbers—P. J. Davis 
Volume VII— Uses of Infinity—L. Zippen 
Volume IX— Continued Fractions—C. D. Olds 
Volume X— Graphs and Their Uses—O. Ore 
Volume XII—Zungarian Problem Book II 


.78 . 建议 进一步 阅读 的 图 书 


Volume XIII-- Episodes from the Early History of 
Mathematics—A. Aaboe 
Scientific American 
April 1961— Mathematical Games—M. Gardner 
January 1964— Science and the Clitizen—Answers 
in Set Theory 
Mathematics Teacher—December 1960 
The Evolution of Extended Decimal Approximations 
to 11—J.W.Wrench 


更 高 深 的 图 书 


A Survey of Modern Algebra—Birkhoff and MacLane 
Modern Algebraic Theories—L.E.Dickson 
The Carus Mathematical Monographs 
Number II—Irrational Numbers—1.Niven 
Famous Problems and Other Monographs 
1) Famous Problems of Elementary Geometry—F. Klein 
2) Three Lectures on Fermat's Last Theorem—L.J.Mordell 
Squaring the Circle and Other Monographs 
1) Squaring the Circle—E. W. Hobson 
2) Ruler and Compass—H.P.Hudson 


I-A 组 


a+b 


I-B 组 81 ， 


I-B 组 


1. 因为 平行 于 三 角形 一 边 的 直线 分 其 它 两 边 成 比 
例 线段 , 所 以 我 们 有 1/a = b/z. 因此 x = ab. 


2. 因为 b/a = 1/7, 所 以 br =a Ej z = afb. 为 了 作 
r = a?/b, 先 作 一 线段 等 于 a, 后 作 一 线段 等 于 a? Jb. 


82 . 问题 解答 
I-C 组 


1. JE LP 5 MP. FÆ ALPM 是 直角 三 角形 , PM 
是 斜 边 上 的 高 . 因此 a/z = zr/1 5 r? =a I r= ya. 
2. 用 线段 a 5 b 代替 a 与 1 作 直 径 , 则 x = vab. 
为 了 作 Va, 利用 va 5 工作 直径 . 利用 wa 与 工作 
Sa. 
3. 为 了 作 V2, 作 一 个 直角 边 为 1 与 1 的 直角 三 角 
É. 为 了 作 V3, 作 一 个 直角 边 为 V2 与 1 的 直角 二 角 
Æ. 为 了 作 v5, 作 一 个 耳 角 边 为 2 与 1 的 直角 三 角形 . 
为 了 作 V17, 作 一 个 直角 边 为 4 与 1 的 直角 三 角形 . 


I-D 组 


x= (c — b)/a. 先 作 c— b, 后 作 (e — b)/a. 


I-E 组 


1. 2 次 方程 的 判别 式 是 a? — 4b. 为 使 根 是 不 相等 的 
实 根 , 必须 a? — 4b >0, 即 a? > 4b. 

2. 圆 的 方程 是 (z — b)? + (y - k? — 7?, 其 中 圆心 是 
(b, k), 半径 = r. 点 A 的 坐标 是 (a/2, (b 4- 1)/2, AB? = 
r? = a?/4 + [(b + 1)/2 — 1]? = a?/A + (b — 1)?/4. 因此 
(x —a/2Y? + (y — (b + 1)/2)? = a?/4 + (b — 1/4. 为 了 求 
G Hj F HAT, 在 圆 的 方程 中 令 y = 0, 解 出 z. 结果 
是 z= (a + Va? — 4b)/2 5j x = (a— Va? — 40)/2, 这 就 是 
z?— axr +b — 0 的 根 . 


I-A 组 “83 


I-F 组 


以 直径 BD 作 圆 , 其 中 B 的 坐标 是 (0,1), D 的 坐 


标 是 (一 1 —1). 


II-A 组 
(a) 由 消去 一 个 未 知 数 或 用 行列 式 解 方程 : 
bc 一 zc 
Ta — a 
| G'c — ac 
“= ab! — a'b 


(b) 因为 y= 一 (ax + c)/b, 所 以 
z^ 十 (5) ease (=) +f=0. 


用 2 次 方程 求 根 公式 


AX? 十 BX+C=0， 


其 中 
A — a? 4 V, 
B = 2ac + * d — abe, 
C — P —2bce - V f. 


我 们 求 出 z = -(B + VB? - 44C)/24, 其 中 4, B,C 由 
以 上 给 出 . 类 似 的 方法 能 求 出 y. 


| 84- 问题 解答 


(c) 把 2 个 方程 相 减 , 我 们 求 出 了 经 过 两 圆 2 个 交 


点 ( 实 的 或 虚 的 ) 的 直线 方程 (4d 一 dz - (e— e€)y - (f — 
f) =0. 然后 我 们 能 用 (b) 的 方法 求 出 两 圆 的 区 点 的 坐 


标 . 


II-B 组 


7 5 2 35 二 +7V2 35 7 
+V2 0 V2 35. ; V3, 


52 5+Vi 23 — 238 23 
35 7 
-2 b= k-2. 
a= (= 


2. 
5 243 10+5Y3 4+ V9 
2— 3 2-43 4-49 4+4 
| 40 4- 20/3 +1049 4- 54/27 
B 13 


40 + 10/3 20-5 /3Y 4 
^ em + (M E 


, A0 10/3. , _ 2053 
1 5 18 "C 1" ^ 38 


ki = V3. 


à 


II-C 组 
1.7 r= V3+ 42,32 —3 = X2, (a2 - 34 — 2, 


zr — 1229 十 54z4 — 108z? + 79 = 0. 


方程 是 不 可 约 的 , 因为 


I1-C 组 - 85 ， 


(a) z? 2 3-- V2 HIR V3 + 2. 

(b) WRS y = 2? —3, 那么 y^ = 2 的 根 是 2 的 4 
次 方 根 . 2 个 根 是 实 的 无 理 根 , 另 2 个 根 是 虚 根 . 

(c) 因此 方程 的 8 个 根 可 以 表示 为 xz= £33 p, 其 
中 p 是 2 的 4 次 方 根 . 没有 一 根 是 有 理 数 . 

2. 自 完 由 2 与 1 的 比例 中 项 作 v2. 其 次 由 V2 与 
1 的 比例 中 项 作 V2. 第 三 由 $2 与 1 的 比例 中 项 作 qva. 
第 四 得 V2. Eun, 以 直角 边 V3 与 V2 作 一 直角 三 角 
JE, TERMS HO. V3 + 32. 

3. (a) 如 果 z” -Faiz"7i + -t an = 0 的 系数 是 整 
数 , 那么 方程 的 有 理 根 一 定 是 能 整除 a 的 整数 . 方程 
23 一 1=0 有 一 个 有 理 根 r= 1. 

(b) 2 的 因数 是 +1 与 +2. 这 些 数 都 不 是 z3 -2 =0 
的 根 . 因此 233 2 = 0 没有 有 理 根 . 

4.3? — 1 = (x — 1)(z? +s + 1) = 0, P z? — 1 = 0 
的 根 是 x = 1,x = (—1 + y-3)/2. 

5. WE ri d x? tar? +br +e = 0 IHR, SB (r—71) 
是 方程 左边 的 因 式 . 令 男 一 个 因 式 是 r? - mz +n, AB 
4 (x — ri)(z? 4- mz +n) 2 0. 2 次 方程 的 解 只 包含 有 理 
运算 与 求 平方 根 ( 原 方程 的 所 有 根 是 实 根 ). 因此 这 些 根 
满足 可 作 图 性 准则 . za - 7z2 + 1l4z — 6 = 0 的 有 理 根 是 
z = 3. (£ 一 3)(z? -4r+2) = 0. 这 个 3 次 方程 的 根 是 
3,24 V2. 

6. 因为 2+ V3 是 方程 


(2+V3) -- a(2 + V3)* +b(2 + V3) ce —0 


+ 86 - 问题 解答 
的 根 , 化 简 得 
(26 + Ta + 2b + c) + (15 + 4a + b) /3 = 0. 
因为 V3 是 无 理 数 , 所 以 
15--4a 4-b —0 


与 
26 + Ta 4- 2b - c — 0. 


如 果 2 — V3 代入 方程 中 的 z, 那么 得 


(26 + 7a + 2b + c) — (15 + 4a + b) V3 = 0. 


26 + Ta + 2b+c=0 


15+ 4a+b=0Q. 
所 以 2- /3 也 是 方程 的 根 , 如 果 第 3 个 根 用 7 表示 , 则 


(2 V3) - (2— V3) c r = —a, 


r= 一 Q -— 4. 


r 是 有 理 根 . 


III-C 组 -87> 


III-B 组 


1. 当 且 仅 当 ec= e, b = d Hf (a,b) = (c,d), 
(a, b) + (e, d) = (a 4- e, b + d), 
(a, b) x (c, d) = (ac — bd, ad + bo). 
2. 一 个 解 是 (0,1)， 
(0,1) x (0,1) = ([0 — 1], [0 + 0]) = (—1,0), 
(—1,0) + (1,0) = (0, 0). 
另 一 个 解 是 (0, —1). 


III-C 组 


ri(cos 0; + ¿sin 04) - r2(cos 05 + isin 02) 
= ri1r2(cos 04 cos 0 — sin 0, sin 0» 

+i([sin 01 cos 82 + cos 01, sin 02]) 
= r4r2(cos|0; + 05] + i sin[£, 十 02]). 


2. 
ri(cos0; + isin}  (cos05 — isin 02) 
ro(cos 05 -+ isin 03) (cos 05 — isin 04) 
rı cos 01 cos 05 + sin 01 sin 05 + i(sin 04 cos 05 — cos 0, sin 05) 
— T2 cos? 0 4- sin? 0 
= = (cos[0 — bə) + isin[f — 65]). 
2 


UB 问题 解答 


III-D 组 


] Ee 


2 


(cos z + isin z)’ = cos? x + 3i cos? z sin z 


—3 cos zsin? z — isin? z 


= cos 3x + isin 3x, 


3 2 


cos 3z = cos? x — 3 cos r sin” g 


= cos? z — 3cosz(1 — cos? z) 
一 4cos37 — 3cos z, 
a 0 2 ^ =. 3 
sin 3x = 3cos^zsinz — sin g 
= 3(1 — sin? z) sin z — sin? x 


= 3sinz — Asin? z. 


III—E 组 
2 2 1 33 
R, - cs 2 Lis E c L1 V IS 
直人 
murus = X92, 
2 
4 4 ] i 
Ra — con 2 isi A 
ER 
= 7 — ws 
6 


T y 
Rs —008., kti — li. 


3 


III-G 组 . 89- 


T3 = 


T =w wW =w =1. 


如 果 以 Ri 表示 1 的 负 平 方 根 , 那么 Ra = 1 = R?. 


III-G 组 


2 2 
R = cos $ + isin Tr, 


47 4T 
R? — LL * * 
COS : TsImn 7 


"o * 9» c $9 c? $9 ?o4 v9 ta 


(b) RB Zu g.,pmm.m-m-t. 
(c) 


4 4 
R? = cos 7. + isin T, 


T 
: COS An {si 4n 
— z — 一 ln 一 一 
R? T TC 


4 
Ru -2c87. 


. 90 - 问题 解答 


IV—A 组 


1. WR b = 2a, BA y? = bx = 2ax, 又 因为 r? = ay, 
所 以 y= z^/la,z^/a^ = 2ax uy x3 = 29). 

2. 2 = ay 5j y? = bz 的 图 像 是 抛物 线 . 虽然 抛物 
线 的 单个 点 能 用 直 尺 与 圆规 作出 , 但 是 整个 图 像 , 特别 
是 2 条 抛物 线 的 交点 , 不 能 用 直 斥 与 圆规 作出 . 

3. 因为 r? = ay, y = z?/a, 所 以 


gy = =a. 


但 是 b= 2a, 因此 x3 = a2b = 2a3. 


IV—B 组 


1. 问题 是 已 知 一 线段 a, 求 作 一 线段 v, 使 得 22 = 
2a?, 即 2a/z = z/a, TE 2a 5 a 的 比例 中 项 . 
2. (a) 方程 是 Anz? = 2(An). 因此 z? = 2, 能 作 图 . 
o) E = 95, a coo 不 能 作 图 
V—A 组 


1. OD 是 cos A. 


V-B 组 “ 91: 


(a) (b) 


(c) 


cos A 


图 25 


2. (a) 如 果 36 = 90°, 那么 0 = 30°, 方程 变 成 à? — 
3z = 0, (x = 2cos0). 因为 方程 有 有 理 根 x = 0, 所 以 它 
是 可 约 3 次 方程 , 它 的 根 能 作 图 , 即 能 三 等 分 90 ff. 

(b) 对 于 30 = 120°, 方程 是 不 可 约 3 次 方程 x3 — 
3z +1 = 0. 不 能 三 等 分 120? ff. 

(c) 对 于 30 = 180°, 方程 是 可 约 3 次 方程 x3 — 3e + 
2 = 0 (一 根 是 x = 1. 能 三 等 分 180。 f). 


V-B 组 


1. & ZD = y*. fE OE, lll ZDOE = y^,ZBEO = 
24°. X. ZB = 2y^, M] ZAOB = 3y? XX, ZD = l,AOB. 
2. 为 了 作 直 线 DEB, 使 DE 等 于 圆 半径 , 要 求 在 


:92- 问题 解答 


直 尺 上 画 2 个 标记 ( 直 尺 应 该 没有 标记 ). 


V-C 组 


1. 利用 无 穷 等 比 数列 求 和 公式 , 其 中 首 项 a = 1, 


公 比 g= -, 得 


1 1 1 3 1 
-i/ 0-3) -1/155 
2. 只 允许 有 限 次 使 用 圆规 与 直 尺 ， 这 个 方法 要 求 
无 限 次 平分 已 知 角 . 


4’ 


VI-A 组 


1. Æ DG 5 GF. 因为 GE 是 直角 三 角形 DGF 4l 
边 上 的 高 , 所 以 


一 三 一， BU z? 一 ab. 
r a 


VI-A 组 | 93 - 


2. ADCB 5 ADFB 有 同一 底 边 DB 与 相等 的 
高 , 因此 SADCB = SADFB. X. S 四 边 形 ABCD = 
SAABD+SADCB. FÆ S 四 边 形 ABCD = SAABD+ 
SADFB = SAAFD. 

3. (a) 首先 作 一 个 三 角形 使 面积 等 于 已 知 四 边 形 ， 
其 次 作 z, 它 是 56 与 的 比例 中 项 , BP o 5 h 4 
是 这 个 三 角形 的 底 边 与 高 . 

(b) $ ABCDE 是 已 知 5 WÉ. 作对 角 线 DB 与 
DA. lE CG//DB 5 EF//DA. (F 与 G 在 AB 的 延长 
线 上 .) 作 DF 5j DG. 现在 证 明 ADFG 面积 = 五 边 形 
ABCDE 面积 . 作 一 个 正方 形 使 面积 等 于 ADFG 的 面 
中. 这 个 方法 可 以 推广 到 作 一 个 正方 形 使 面积 等 于 任 一 
已 知 多 边 形 的 面积 . 


| 94 - 问题 解答 
VI-B 组 


1. (a) $ s = 圆 内 接 正 n 边 形 的 边 长 ; S, = 圆 外 
切 正 n 边 形 的 边 长 ; pn = 圆 内 接 正 n 边 形 的 周 长 , P = 
圆 外 切 正 ” 边 形 的 周 长 , 则 

s4— V2, S$4—2. 
pa = 4V2 = 4(1.414) = 5.66, 
P, — 8, 

5.66 < 27 < 8, 

283«m«4. 


ZA 
NP 


(b) 由 余弦 定理 


5$ = 1--1-— 2cos 45° = 2 — V2, 
2 — V2, 


VI-B 组 


ps = 8 2 — V2 = 8 x 0.72 = 5.76, 


45° 
Ss = 2t . 
8 al 7 
Sg 
一 一 人 一 一 一 
一 一 
$8 
45° v 
图 29 


、 1 1—cos0 .1-—cos0 ; 
28 = | 一 一 一 = 一 一 -一 
因为 tan 36 1 + cos sin Ó ,所 以 


1 2— V2 
tan 3545 = V2__l 


V9 
Py — 16 (v - 1) — 16(0.414) — 6.62, 
2.88 < A < 3.31. 


1 . 
2. 7 = 3.142857 


3. 设 z = 3.14, 
100z = 314.14, 
99z = 311, 
311 


| .99" 


«95 - 


: 96 - 问题 解答 


VI-C 组 


1. 作 OC,CD, DA,CA 


OCDA ÆI, 
ZCOA=60°, ZCAE = 30°. 


OD1CA, 
FELI EA = Ys 

Am -3- XS. AB —2 
由 勾 股 定理 ， 


VI-D 组 -97> 


2. BH = 3.14153, « = 3.14159, 误差 大 约 为 0.00006. 


VI-D 组 


= 0.523 — 0.024 = 0.499. 


由 计算 , sinr/6 约 等 于 0.50, 


sin 30? 一 5 — 0.5000. 

T TA? 1 1 

-=1- (7) -|—1- 0.137 = 0.863, 
C08 c 6 (3) 0.86 

由 计算 cos r/6 约 等 于 0.86 
cos 30? — y3 — 0.8660. 

2. 

1 11 

e 一 1 十 1 十 页 十 机 十 看， 


e = 2 + 0.5 十 0.167 + 0.042 = 2.709, 


e 约 等 于 2.71. 


98 问题 解答 


VI-E 组 
z= $ -2v3 
z= È 2V3, 


3z2 — 40 = —6V3, 
gz4 — 240z? + 1492 = 0. 


VII-A 组 


1. (a) 连接 2 条 垂直 直径 的 端点 , 作 一 个 正方 形 . 平 
4E n 边 形 的 各 边 , 将 给 出 正 2n 边 形 的 顶点 . 

(b) 利用 圆 羊 径 把 圆周 6 等 分 , 作 一 个 正 6 边 形 . 
连接 这 个 6 边 形 交错 的 项 点 . 

(c) 见 (a) 部 分 . 

2. (a) W, 1 (b). 

(b) 见 1 (b). 

(c) Wl, 1 (a). 

3. 对 于 上 = 2 与 1= -1 3 十 5 — 1. 于 是 我 们 能 
27/3 与 2r/5 的 圆心 角 , 还 能 作 2n (3) 与 2n (5) 的 
角 , 然后 能 作 2x (5 3) = 2r/15 的 角 , 这 是 正 15 边 
形 的 圆心 角 . 

4. (a) 因为 3 不 与 本 身 互 素 , 所 以 这 个 定理 没有 给 
我 们 关于 正 3 x 3 边 形 即 正 9 边 形 的 信息 . 但 是 正 9 边 


VII-B 组 : 989 ， 


形 的 圆心 角 是 405, 并 且 我 们 已 经 证 明了 不 能 平分 这 个 
fü. 

(b) 命题 不 成 立 . 能 作 正 5 XUE SIE 4 边 形 . 整数 
4 与 5 互 素 , 但 不 能 作 正 9 边 形 . 


VII-B 组 


1. 作 一 个 单位 半径 (任意 合适 的 半径 ) 的 圆 . 把 这 
条 半径 分 为 中 外 比 , 即 作 x f x — (v5 — 1/2. 利用 > 
作为 正 10 边 形 的 一 边 . 最 后 连接 间隔 的 点 . 
2. 
/1= ~2， 
Z1 = 23, Z2 = Z4, 
所 以 
L3 = Z4. 


图 31 


: 100 - 问题 解答 


并 且 

AC = EC. 
而 

EC AD 

CB DB’ 
所 以 

AC AD 

CB DB 

VILC 组 

1. 展开 
(x —ri)(xz — r2)(z — ra). 

于 是 


r? 一 (rı 十 72 + ra)x? + (rir 十 7173 十 7273)Z 


—TriT9T3 = r? + ar? + aoz + 03. 


当 2 个 多 项 式 恒 等 时 , 对 应 项 的 系数 相等 (n 次 方程 不 
能 有 多 于 n 个 根 ; 而 在 恒等式 中 xz 的 任 一 允许 值 将 使 
方程 成 立 ). 使 同类 项 的 系数 相等 , 就 给 出 根 与 系数 之 
间 所 要 求 的 关系 . 

2. 利用 相同 的 方法 . 这 个 方法 可 以 应 用 于 n 次 方 
fe. 


VII-D 组 : 101 . 


VII-D 组 


1. AX y +y = -1 5 y: y --1 所 以 y y 
满足 方程 --y-1-0. 


2. 因为 OC = 1/2,0B =1 BC = V5/2,CD = V5/2 
5 OD = (V5 — 1/2 = sig. 为 了 证 明 ss = BD, 我 们 
有 s2/A-- a? = s29, XA 2x — a? = 82/4 BEA x = 82/2. 
与 


2 4 2 
85 + $19 = 4510, 


2 
$5 = sfo(4 一 510)， 


-1+VvV5 5, 3-v5 
9 ^? 310 9 ^ 


$10 — 


102 - 问题 解答 


于 是 
2 3 一 V5 15 十 V5 3— V5 >» 
78 7 l= 2 2 -l= 2 = $10» 
所 以 
s5 三 1 十 S10; 
或 
$5 = BD. 
VII-E 组 
l. 
2 2 
R? = cos 7 + isin = =W, 
4 
RÊ = cos $7 + isin 可 =w, 
其 中 是 1 的 立方 根 
所 以 
RB 二 十 V-3 pe_ Ti-v 3 
2 H 9 . 
2. 
yiya t yiys + Y2Y3 
=3(R + Rô) + (R + R? + Rf + R + R’ + R°) 
= 3(—1) + 0. 


因为 R3, R? jÈ r? +r +1 = 0 的 根 , 所 以 
yys = (R? + RP) + (R+ R? + Rf + RÖ + R? + R’) 
-= -1+0 = -1 


VII-H 组 : 103 ， 


3. 三 等 分 一 个 120? 角 等 价 于 作 一 个 40^ fB8. IE 9 
边 形 的 边 对 着 外 接 圆 40 圆心 角 . 


VII-F 组 
作 真 正 的 除法 . 
VII-G 组 


1. WR g = 2, 那么 我 们 得 出 以 下 序列 : R, R?, R4, 
R5, R16, R92(— R15), R9 (R 一 R1), g?$(— R9), RS — R, 
这 个 序列 将 继续 n2, R4 等 等 . 不 是 割 图 方程 所 有 根 都 
在 这 个 序列 中 ， 

2. 每 一 项 都 是 前 一 项 的 立方 . 当 R 的 指数 变 为 大 
于 16 Bf, 从 这 个 指数 减 去 17. 这 等 价 于 这 一 项 除 以 1, 
因为 RU -1. 


VII-H 组 


1. FP y? -y 420 5 yi 0, BEDA 


—1 + VAT -1 -v17 
9-7 与 22 = 7 . 


还 有 
z? —yz—-1=0 与 zi 0, 


+yyi +4 1 | 1 
a= NV = n+ lt qvi 


因此 


` 104 - 问题 解答 


一 ou 一 1=0 与 wi>0, 


1 / 1 
一 一 14 —32. 
wi 5492 + +792 


——— 2 —— 1 
2. (a) OF = AE! OA = z +1, OE = 1V17 
— noe l.l 1 1 


(c) 类 似 地 
— 一 — l 1 1 
AF = EF +AE = 3 V17 +3 = MS 
(d) 
一 2 2 一 一 2 1 2 
OF —OA + AF ZH ; 
—— / 1 
———2 X2, AS 1 2 
OF —OA +AF =1+ "LL 
——— 1 
OF = y 1+7 
4 
(e) 


AH = AF + FH = +y, + OF 


1 | 1 
-3ntJltiw =a. 


VII-H 组 


(f) 


AH = FF PFA- PFO- (和 


m 472 992 = Wi. 


3. 圆 的 方程 是 


: 105 ， 


2142 wi 十 工 -(8y uw|—1 2 
6 2 +( =) = (3) + 2 j^ 


因此 点 G 与 五 的 横 坐 标 可 由 下 列 方程 得 出 : 
2 _ 1\2 
CC er ey 


r? — zr +w =0. 


但 是 v, 与 vo 满足 方程 


v» —zU--w-—0 EH w >w >l. 


因此 
OF -w U z + yz -4w T 
| 


.106 - 问题 解答 


因为 圆 半径 为 1, 所 以 
27 
ZMOP = iT 
5. 按 正 文中 的 方法 去 解 . 


VII-I 组 


2" 3.2" 5.2" ]T7.2" 15.2" 51.2" 85.2" 


4 3 5 17 15 51 85 
8 6 10 34 30 
16 12 20 68 60 
32 24 40 
64 48 80 
96 
合计 5 6 5 3 3 1 1 


能 作 边 数 < 100 的 24 个 正 多 边 形 . 


VII-J 组 
1. 219 — 1024. 
lg 22° — 1024 lg 2 — 1024(0.301) — 308.224. 


因此 22^ +1 有 309 个 数字 ， 
2. 我 们 能 作 正 12 边 形 与 正 15 边 形 . 因此 我 们 能 
fF. 30° 与 24° 的 角 . 能 作 这 2 个 角 的 差 . 最 后 能 平分 


VIII-A 组 : O7 ， 


6^ 角 以 作出 3° fü. 我 们 不 能 作 2^ 角 . 因为 , 如 果 能 
2° f, 那么 能 作 1° 角 与 1° 的 任意 倍数 的 角 ; 特别 能 作 
40^ 角 . 但 是 不 能 作 正 9 边 形 . 因此 能 作 图 的 角 有 一 个 
最 小 度数 , 这 个 度数 是 35. 


VIII-A 组 


如 果 AB = AC, ZB = ZC, 那么 AABD € AACE. 


A 


与 ZL = Z3. 
设 72-743. 


. 108 - 问题 解答 


延长 AE € F, ECF. 
AADE AFCE, 与 Z2- Z4, 
所 以 
43-74 与 AC-CEF. 


又 因为 AD-CF,AD = AC, 
所 以 
Z5= Z/C = ZB. 
但 是 Z5 > ZB 
所 以 假设 72 = 73 不 成 立 . 


